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§ 1. 算術的階層

1.1. 存在の難しさ

計算理論および数学において，なぜ計算不可能性が遍在するか．その答えは，「存在 D」 あるい

はその双対をなす概念である「任意 @」にある．世の中には，様々な計算不可能な決定問題があ

る．停止問題 Haltをはじめとして，文字列書換系の到達可能性問題 ReachÑ,v, モノイドの語の問

題WPxA|Ry, ポストの対応問題 PCPk, 行列のモータリティ問題 MMm（これらの決定問題につい

ては，「2017年度 計算可能性理論特論 講義ノート」を見よ）はいずれも何らかの「存在」を問う．

たとえば，到達可能性問題は，

「与えられた uに対して，uから v に辿り着くルート uÑ u1 Ñ ¨ ¨ ¨ Ñ v は存在するか」

という問題と言い換えられるし，行列のモータリティ問題は，

「与えられた 3ˆ 3行列 A1, A2, . . . , Am を用いて，積が零行列になる組合せは存在するか」

という問題と言い換えられる．なぜ，「存在」を問う問題は，難しいのか．

例 1.1. 以下の問題 Cubepnqを考えよう．

「x3 ` y3 ` z3 “ nとなる整数 x, y, z は存在するか」

まず，n “ 33 の場合を例に挙げよう．つまり，x3 ` y3 ` z3 “ 33 の解であるが，この整数解

px, y, zqは 2018年の段階では発見されていなかった．たとえば，コンピュータで x, y, zを´10000

から 10000くらいの範囲で探索してみれば，その範囲内に x3 ` y3 ` z3 “ 33の解が存在しないこ

とは分かるだろう．さすがに 33という小さな値に関する方程式であるから，˘10000の範囲で解

が存在しなければ，もう解が存在しないと言い切ってしまっていいのではないだろうか……と思う

かもしれないが，実は，この解は 2019年に発見された．

p8866128975287528q3 ` p´8778405442862239q3 ` p´2736111468807040q3 “ 33

つまり，おおよそ 9000 兆の値の周辺で，初めて解が存在することが判明したのである．した

がって，10000程度の値で解が存在しないことが分かったとしても，解が存在しないか否かなんて

全く予想が付くものではない．このように 9000兆周辺で解が見つかることもあるのである．しか

も，このような例は枚挙に暇がない．

具体的には，n “ 42 の場合も，そのような例である．つまり，x3 ` y3 ` z3 “ 42 の解である

が，この整数解 px, y, zqは 2019年の段階では発見されていなかった．今度は n “ 33の場合の反

省も兼ねて，x, y, z を ´9000兆から 9000兆くらいの範囲で探索してみよう．しかし，その範囲内

に x3 ` y3 ` z3 “ 42の解が存在しないことがわかる．さすがに 42という小さな値に関する方程

式であるから，˘9000兆の範囲で解が存在しなければ，もう解が存在しないと言い切ってしまって

いいのではないだろうか……と思うかもしれないが，実は，この解は 2020年に発見された．

p´80538738812075974q3 ` p80435758145817515q3 ` p12602123297335631q3 “ 42
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つまり，おおよそ 8京の値の周辺で，初めて解が存在することが示されたのである．

Cubepnqにおける存在判定の困難さは，整数全体から解を探索するという点にある．n “ 33だ

からといって，解の探索範囲を ˘10000 の範囲に絞ってはならないし，n “ 42 だからといって，

解の探索範囲を ˘9000兆の範囲に絞ってはならない．つまり，解の探索領域を有限に絞ることが

できず，無限の領域から解を探索しなければならない．無限の領域からの解の探索は，解が存在す

るときは有限ステップで計算が終了するが，解が存在しないときは無限に計算が終了しない．つま

り，愚直な解探索を行った場合，有限ステップの手続きでは「解が存在しない」と断言することは

いつまで経ってもできない．これが，「存在」に関する問題の難しさである．

とはいえ，存在の探索領域が無限であるような問題が常に計算不可能だというわけではない．存

在の探索領域が無限であっても，計算可能な判定問題は無尽蔵にある．

例 1.2. 以下の問題 Fermatpnqを考えよう．

「xn ` yn “ zn となる自然数 x, y, z は存在するか」

n “ 2の場合は，px, y, zq “ p3, 4, 5qが存在の証拠となる．このように，存在を示す場合には，存

在の証拠を突き付けてやればよい．しかし，もし解が存在しなかった場合は，どうすればよいだろ

うか．実際，n ě 3の場合には，自然数解 px, y, zqは存在しないことが知られており，これはいわ

ゆるフェルマーの最終定理（ワイルズの定理）である．つまり，上の問題 Fermatpnqについては，

n ď 2 ùñ YES n ě 3 ùñ NO

という答えを知っているから，n ď 2と n ě 3のどちらになるかを判定するアルゴリズムによっ

て，Fermatpnqの判定が可能である．つまり，Fermatpnqは計算可能である．計算可能性証明がと

てつもなく難しいだけであって，これは計算可能である．

それでは，「存在について尋ねる問題」という概念の厳密な定式化を与えよう．

定義 1.3. 集合 A Ď Nが Σ1 とは，ある計算可能集合 B Ď Nˆ Nについて，次が成立すること
である．

A “ tn P N : pDs P Nq pn, sq P Bu.

同値な定義であるが，自然数に関する述語 Aが Σ1 であるとは，真偽判定が計算可能なある 2変

数述語 B を用いて，次のように書けることである：任意の n P Nについて，

Apnq ðñ Ds Bpn, sq.

ちなみに，存在の否定は，任意であるから，

␣Apnq ðñ ␣Ds Bpn, sq ðñ @s ␣Bpn, sq

となる．Σ1 述語の否定として書ける述語のことを Π1 述語と呼ぶ．計算可能述語このような「存

在」を尋ねる問題は Σ1 であると呼ばれる．
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注意. 計算量理論においては，Σ1 は REと呼ばれ，Π1 は coREと呼ばれる．

注意. 一応注意しておけば，たとえ有限領域内の探索であったとしても，現実的には探索は困難で

あることが多い．たとえば，文字列 σ の長さを |σ|と書くことにして，多項式時間計算可能な述語

B と多項式 pについて，次のような述語を考えよう．

Apnq ðñ
`

Ds : |s| ď pp|n|q
˘

Bpn, sq.

つまり，存在の探索範囲が，長さ pp|n|q以下の文字列全体となる．しかし，記号の種類が k種類

であるとすれば，長さ pp|n|qの文字列は 2pp|n|q 種類存在する．つまり，探索範囲が指数サイズに

なってしまい，結果として，多項式時間で探索が終わることが保証されない．このように書ける述

語のことを，計算量理論では NPと呼ぶ．NPのことを ΣP
1 と書き，coNPのことを ΠP

1 と書くこと

もある．

1.2. Σ1 定義可能性

■停止問題: Σ1 定義可能な集合の代表例は，チューリングマシンM の停止問題である．

HaltM “ tn P N : ttMuupnq Óu

一般に，部分計算可能関数 f : Ď N Ñ N の定義域のことを，f の停止問題または停止集合と
呼ぶ．

Haltf :“ tn P N : fpnq Óu

部分計算可能関数の特性としては，関数に計算ステップの概念が付随していることである．つま

り，原始再帰関数 f̃ : NˆNÑ NY tÒuが存在し，f̃pn, sqのことを fpnqの時刻 sでの計算状況と

考える．そうすると，停止問題は，以下のように，存在型の式として表せることは明らかであろう．

fpnq Ó ðñ pDs P Nq f̃pn, sq P N.

■計算的可算性: 空でない集合 Aが可算であるとは，A “ tanunPN のように自然数で数え上げら

れることであった．言い換えれば，Nからの全射が存在することである．空な集合にも統一的な定
義を与えたいときは，可算とは，ある D Ď Nからの全射が存在することとすればよい．あるいは
同値な定義であるが，部分関数 f : Ď NÑ X の像となっていることである．

この可算性の概念に計算的な観点を入れよう．空でない集合 A Ď Nが計算的可算 (computably

enumerable) である*1とは，ある計算可能数列 panqnPN について，A “ tanunPN となることであ

*1 計算的可算の別の訳語として，計算的枚挙可能という用語が用いられることもある．重要概念であるにも関わら
ず，用語が文献によってまばらであり，帰納的可算/再帰的可算 (recursively enumerable), 実効的に枚挙可能
(effectively enumerable), 認識可能 (reconigzable), 半決定可能 (semidecidable)などとも呼ばれる．計算量クラ
ス REは，このうち再帰的可算 (recursively enumerable)の頭文字である．
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る．同じことであるが，集合 A Ď Nが計算的可算であるとは，ある部分計算可能関数 f : Ď NÑ N
の像となることである．

a P A ðñ pDn P Nq fpnq Ó“ a.

■下半計算可能性: 部分関数 f : Ď NÑ Nが下半計算可能 (lower semicomputable)とは，計算可

能関数 fs : NÑ Nの単調増大列 pfsqsPN の各点極限として f が書けることである．

f0pnq ď f1pnq ď f2pnq ď ¨ ¨ ¨ Ñ lim
sÑ8

fspnq “ fpnq.

もし上半計算可能関数 f が 2値関数である場合（特に，集合の特性関数である場合）には，以下

の存在式で表せる．
fpnq “ 1 ðñ pDs P Nq fspnq “ 1.

さて，停止問題の決定不可能性など，よく知られる様々な決定不可能定理は，単に計算不可能な

問題の存在を示しているという以上の情報を含んでいる．実際，計算可能な関数の存在を示すとい

うだけであれば，万能チューリング機械の議論などは全くもって不必要である．たとえば，高々可

算個のチューリング機械しか存在しない一方，関数 Q : Σ˚ Ñ t0, 1uは非可算個存在するという点

に注目すればよい．それでは，停止問題の決定不可能性から得られるが，濃度に関する議論からは

決して得られない情報とは何であるだろうか．それは，停止問題 Haltが Σ1 であるという点にあ

る．よって，停止問題の決定不可能性の結論として，以下を得る．

系 1.4. 計算不可能だが Σ1 集合が存在する．

Σ1 定義可能性と関連する例として，停止集合，計算的可算性，下半計算可能性を挙げたが，実

はいずれもすべて同値である．

命題 1.5. 集合 A Ď Nについて，以下の条件は全て同値となる．

1. Aは Σ1 集合である．

2. Aは停止集合である，つまり，ある部分計算可能関数 f : Ď NÑ Nの定義域である．
3. Aは計算的可算である，つまり，部分計算可能関数 f : Ď NÑ Nの像である．
4. Aは下半計算可能である．

Proof. (1)ñ(2): Aが Σ1 ならば，対応する計算可能集合 B Ď N ˆ Nを持つ．このとき，入力 n

に対して，部分計算可能関数 f を表すプログラム Pf は順に

pn, 0q P B? pn, 1q P B? pn, 2q P B? . . .

を判定していく．pn, sq P B なる s P Nが見つかったときに限りプログラム Pf は停止する．この

とき，
fpnq Ó ðñ pDs P Nq pn, sq P B ðñ n P A
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であるから，つまり，Aは f の停止集合である．

(2)ñ(3): 続いて，Aを停止集合であるとすると，ある部分計算可能関数 f が存在して，n P A

と fpnq Óが同値になる．いま，fspnqを fpnqの計算の第 sステップでの状況を表すものとする．

このとき，

ppn, sq “

#

n if fnpsq Ó

Ò otherwise

と定義する．関数 pn, sq ÞÑ fspnq は計算可能であるから，p は計算可能である．この p の像が A

となることは，以下により示される．

n P A ðñ fpnq Ó ðñ pDsq fspnq Ó ðñ pDsq ppn, sq “ n ðñ pDa, bq ppa, bq “ n.

以上より，Aが計算的可算集合であることが示された．

(3)ñ(4): A Ď Nが計算的可算であるならば，Aはある部分計算可能関数 f の像になる．fpnq

の計算の第 sステップでの状況を fspnqと表す．このとき，

φpn, sq “

#

1 if pDx ď sq fspxq “ n

0 otherwise.

とする．fp0q, fp1q, . . . , fpsqの計算をそれぞれ sステップだけシミュレートすれば φpn, sqの値を

求められるので，φは計算可能である．このとき，明らかに n P Aであることと limn φpn, sq “ 1

であることは同値である．また，φpn, sq “ 0であり，変心 1回であることも明らかである．した

がって，Aは下半計算可能である．

(4)ñ(1): もし Aが下半計算可能ならば，φをその推測関数とする．このとき，

n P A ðñ pDs P Nq φpn, sq “ 1

であることは容易に確認できる．したがって，Aは Σ1 である．

MRDP定理（「2017年度 計算可能性理論特論 講義ノート」を見よ）を用いれば，Σ1 集合とい

うものは，

言語 t`, ¨,“, 0, 1u上の一階述語論理式で全称量化 @を使わずに定義できる Nの部分集合

として特徴づけられる．言い換えれば，「算術の言語を用いて，存在型の式で定義できる集合」が

Σ1 集合である．実際，Σ1 集合は通常，言語 t`, ¨,ď, 0, 1u上の述語論理式で非有界全称量化 @を

使わずに定義できる Nの部分集合として定義されることが多い．つまり，Σ1 集合とは，アプリオ

リには計算可能性概念を伴わないものであるが，それが計算可能性理論の根幹をなす概念となるの

である．
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1.3. ∆1 定義可能性

述語 Aが∆1 であるとは，A自身も，否定 ␣Aも共に Σ1 であることを意味する．つまり，ある

計算可能述語 P,Qが存在して，

Apnq ðñ DsP pn, sq, ␣Apnq ðñ DsQpn, sq

となることである．つまり，Σ1 かつ Π1 であるような述語のことである．∆1 集合という概念も同

様に定義する．

計算可能性理論における最初期の定理として，計算可能性が，この ∆1 定義可能性として特徴付

けられる，というポストの定理がある．これによって，計算可能性と論理学の新たな対応が得ら

れる．

定理 1.6 (ポストの定理). 集合 A Ď Nが計算可能 ðñ Aは∆1.

これを証明するために，以下の Σ1-選択原理を証明しよう．選択原理と呼ばれるものは，

p@x P XqpDy P Y q Rpx, yq ùñ pDf : X Ñ Y qp@x P Xq Rpx, fpxqq

という形状の主張である．この前提を満たす述語 R をしばしば多価関数と考える．多価関数の出

力値から 1つだけ選び出す関数が，選択関数 f である．

集合 Rx “ ty P Y : Rpx, yquを考えることによって，集合を用いた同値な定式化を与えることが

できる．この場合，選択原理とは，空でない集合列 pRxqxPX に対して，
ś

xPX Rx は空ではない，

という主張として表せる．

一般のX,Y,Rに対しては，選択原理は，超越的な公理（選択公理）として導入せざるを得ない．

しかし，Rが Σ1 定義可能である場合には，特別な公理は必要とせず，選択原理は定理になる．実

際，計算可能な選択関数が存在する．つまり，Σ1-定義可能な多価関数は，必ず計算可能な選択関

数を持つ，というものが Σ1-選択原理である．

補題 1.7 (Σ1-選択原理). Rが Σ1 述語であるとする．このとき，

p@x P NqpDy ă 2q Rpx, yq ùñ pDf P Compqp@x P Nq Rpx, fpxqq.

ここで，Compは計算可能関数全体の集合とする．

Proof. Rは Σ1 なので，DtSpx, y, tqとして表せる．いま，x P Nを固定し，Aptq ” Spx, 0, tqおよ

び Bptq ” Spx, 1, tqとおく．明らかに R ” DtA_ DtB であるから，前提より，DtA_ DtB が成立
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している．次のようなプロセスで，f の計算を行う．

Ap0q Bp0q Ap1q Bp1q Ap2q Bp2q

output 0 output 1 output 0 output 1 output 0 output 1

yes yes yes yes yes yes

no no no no no no

形式的に言い換えれば，Spx, y, tqとなる最小の pt, yqを探索する．ここで，pt, yqの大小比較に

ついて，pt, yqと 2t` y を同一視する．そのような最小の pt, yqについて，y “ 0ならば fpxq “ 0

とし，y “ 1ならば fpxq “ 1とする．

仮定より，DtAptqまたは DtBptqが成り立つから，t0 をそのような最小の値とする．このとき，

f のアルゴリズムは，Apt0qまたは Bpt0qに対応するノードに辿り着いた後，そこで yesと答える

から，何らかの値を出力して停止する．したがって，

fpxq “ y ùñ Spx, y, t0q ùñ DtSpx, y, tq ðñ Rpx, yq

が成立しているから，Rpx, fpxqqが示された．

上では，2 値関数に対する Σ1-選択原理を証明したが，同様の方法で，自然数値関数に対する

Σ1-選択原理を証明できる．2値関数に対する Σ1-選択原理は，論理学的に定式化することもでき

る．Σ1-選択原理の前提は，2つの Σ1 論理式 Aと B のどちらか一方が成り立っていることは知っ

ているが，どちらが成り立っているかはわからない，というものである．つまり，古典論理的には

A _ B であるが，A _ B を計算的に実現できるかは不明瞭である，という前提である．この前提

について，裏を返せば，2つの Π1 論理式 ␣Aと ␣B の両方が同時に成立していることはない，と

言い換えることができる．しかし，この場合にも，A_B のどちらかを計算的に実現できる，とい

うものが Σ1-選択原理である．したがって，Σ1-選択原理を以下のように書き直すことができるだ

ろう．
␣p␣A^␣Bq Ñ p␣␣A_␣␣Bq.

否定が多くてややこしいので，否定側の Π1 論理式 P ” ␣AとQ ” ␣B に注目して書き直すと，

␣pP ^Qq Ñ p␣P _␣Qq.

これはいわゆるド・モルガンの法則と呼ばれるもの（の一方向）である．Π1 論理式に対するド・

モルガンの法則なので，Π1-ド・モルガンの法則と呼ばれる．直観主義論理においては，一般にド・

モルガンの論理は成立せず，実際に計算的に実現できない．しかし，Π1-ド・モルガンの法則とい

うものに限っていえば，計算的に実現できる，というのが Σ1-選択原理である．

この Π1-ド・モルガンの法則は，集合記法を用いれば，Π1 の分離性と呼ばれる性質の形で述べ

られることが多い．

演習問題 1.8. Π1 集合 A,B Ď Nについて，AXB “ Hであると仮定する．このとき，ある計算
可能集合 C Ď Nが存在して，以下が成立することを示せ．

A Ď C and B X C “ H.
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（ヒント: Σ1-選択原理を用いよ）

Proof (定理 1.6). (ñ) A Ď Nを∆1 述語とする．

Rpx, yq ”
´

`

y “ 1^Apxq
˘

_
`

y “ 0^␣Apxq
˘

¯

とすれば，排中律より @xDy ă 2 Rpx, yqである．また，Aも ␣Aも Σ1 であるから，Rは Σ1 で

ある．したがって，Σ1-選択原理より，ある計算可能関数 f が存在して，@x Rpx, fpxqqが成立す

る．このとき，明らかに fpxqは Aの特性関数である．

(ð) Aが計算可能とし，特性関数と同一視する．Aは計算可能関数なので，計算ステップの情

報 pAsqsPN が付随している．このとき，

Apxq “ y ðñ pDs P Nq Aspxq “ y.

したがって，Apxq “ 1と Apxq “ 0共に Σ1 述語として記述できる．これは Aと ␣Aが共に Σ1

であることを意味する．よって，Aは∆1 である．

1.4. Σ1 のブール結合

我々は，「計算」というものを時間経過毎に変化する計算状況の極限と考えることができる．

たとえば，部分計算可能関数 f : Ď N Ñ N には，各計算ステップのデータである計算可能関数
f̃ : N ˆ N Ñ Nが付随していた．つまり，fpnqの計算は，f̃pn, 0q, f̃pn, 1q, . . . と刻一刻と移り変
わり，その極限として与えられる．

fpnq “ lim
sÑ8

f̃pn, sq

このように計算概念と極限概念には深い関わりがある．また，Σ1 と下半計算可能性が等しかっ

たことを思い出せば，Σ1 定義可能性もまた極限概念である．ここでは，下半計算可能性を「初期

値 0心変わり 1の極限計算可能性」と見ることにしよう．

命題 1.9. 集合 A Ď N が下半計算可能であることと，次の 3 条件を満たす計算可能関数

φ : Nˆ NÑ t0, 1uが存在することは同値である．

極限計算可能性: n P A ðñ limsÑ8 φpn, sq “ 1
初期値 0: φpn, 0q “ 0
変心 1: |ts P N : φpn, sq “ φpn, s` 1qu| ď 1

命題 1.9の 3条件は，上から順に，極限計算可能性 (limit computability), 初期値 0, 変心 1 (at

most one mind-change) を表す．すると，より多くの心変わりを行う計算モデルを考えたらどう

なるだろうか．このような計算モデルは，確定的に計算できなくとも，近似的に計算できれば十

分，という状況の下で便利である．
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定義 1.10. 関数 f : N Ñ Nが k-変心計算可能 (computable with k mind changes)とは，次の

2条件を満たす計算可能関数 φ : Nˆ NÑ t0, 1uが存在することである．

極限計算可能性: fpnq “ limsÑ8 φpn, sq
変心 k: |ts P N : φpn, sq “ φpn, s` 1qu| ď k

A が集合（つまり 2 値関数）であり，φ が初期値条件 φpn, 0q “ 0 を満たす場合，A を k-計

算的可算または pΣ1qk と呼び，初期値条件 φpn, 0q “ 1 を満たす場合，k-余計算的可算または

pΠ1qk と呼ぶ．

Aが集合であるとき，Aが pΣ1qk であることと Aの補集合が pΠ1qk であることが同値であるこ

とは容易に確かめられる．

リマーク. 英語圏においては，集合の k-半計算可能性 (k-computably enumerable)および k-余半計算可能

性 (k-co-computably enumerable)は，それぞれ k-c.e.および co-k-c.e.と略されることが多い．

集合の変心回数について，同様のアイデアは，位相空間論におけるハウスドルフの差の階層

(difference hierarchy)として考察されていた．つまり，集合の特性関数の変心は，集合差として表

すことができる．具体的には，以下のように特徴づけることができる．

命題 1.11. 集合 A Ď Nについて，次の 3条件は同値である．

1. A P pΣ1qk`1 である．

2. ある B P Σ1 と Ck P pΣ1qk が存在して，A “ BzCk となる．

3. ある Σ1 集合列 pSiqiďk が存在して，A “ S0zpS1zp. . . zpSk´1zSkqqq

Proof. (2)ô(3): 帰納法を用いて容易に示せる．

(3)ñ(1): A “ BzCk とする．B は Σ1 なので，変心 1 の推測関数 φB を持つ．また，Ck は

pΣ1qk なので，帰納的仮定より，変心 k の推測関数 φC を持つ．このとき，Aの推測関数 φA を次

によって与える．

φApn, sq “

#

1´ φCpn, sq if pDt ď sq φBpn, tq “ 1,

φBpn, sq otherwise.

つまり，φA はまずは φB をシミュレートし，φB の出力が 0から 1へ変心したら，1´ φC をシ

ミュレートする．ここで，1´φC の初期出力は 1なので，シミュレート対象の φB から 1´φC へ

の変更の瞬間は，新たな変心は発生しないと仮定できる．φB の変心回数は高々 1回で，φC の変

心回数は高々 k 回なので，φA の変心回数は高々 k ` 1回である．φA の定義より，
#

limsÑ8 φBpn, sq “ 0 ùñ limsÑ8 φApn, sq “ 0,

limsÑ8 φBpn, sq “ 1 ùñ limsÑ8 φApn, sq “ limsÑ8p1´ φCpn, sqq.
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言い換えれば，
#

Bpnq “ 0 ùñ Apnq “ 0,

Bpnq “ 1 ùñ Apnq “ 1´ Ckpnq.

これが意味することは，A “ BzCk ということである．

(1)ñ(3): A P pΣ1qk`1 とし，φ を初期値 0 変心 k ` 1 の A の推測関数とする．このとき，

B “ tn P N : pDsq φpn, sq “ 1uとすると，これは Σ1 集合である．また，

ψpn, sq “

#

φpn, sq if pDt ď sq φpn, tq “ 1,

1 otherwise.

とする．この ψ は，初期値 1から開始し，φの値が 1となるのを待ち，その後は φをシミュレー

トする．φの初期値は 0であるから，φの値が 1となるまでに 1回の変心を行っているから，それ

以降は高々 k 回しか変心しない．つまり，ψ は，初期値 1変心 k の推測関数である．したがって，

ψ は pΠ1qk 集合 Pk を定義する．定義より，

#

n R B ùñ limsÑ8 φpn, sq “ 0,

n P B ùñ limsÑ8 ψpn, sq “ limsÑ8 φpn, sq.

言い換えれば，
#

n R B ùñ n R A,

n P B ùñ pn P Pk ðñ n P Aq.

これは，A “ B X Pk を意味する．pΠ1qk 集合 Pk の補集合を Ck とすれば，これは pΣ1qk であ

り，A “ BzCk を得る．

例 1.12 (数え上げ問題). 計算可能述語 V について，

CardV pnq “ |tt P N : V pn, tqu|

と定義する．もし，関数 f : NÑ t0, 1, . . . , kuが fpnq “ CardV pnqの形で与えられているならば，

k-変心計算可能である．

計算量理論においては，V が多項式時間計算可能述語であり，tの探索範囲が多項式長さで上か

ら押さえられている場合を考え，このような関数のクラスを数え上げクラス #Pと表す．

例 1.13 (パリティ問題). 述語 Aについて，ある計算可能述語 V が存在して，次の形で表せると

する．

Apnq “

#

true if CardV pnq is even

false if CardV pnq is odd

このとき，Aはある kについて k-変心計算可能である．このような述語のクラスを ‘∆1 と書く

ことにしよう．

計算量理論においては，これに対して，数え上げの場合の例のような多項式制約を加え，このよ

うな述語のクラスをパリティ・クラス ‘Pと表す．
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■述語としての表記: 1960年代，ヒラリー・パトナムは，試行錯誤 (trial-and-error)というプロ

セスを論理学的に記述することを試みた．変心を行う計算可能性を試行錯誤というプロセスだと思

えば，これは以下のように，論理学的に表すことができる．まず，Aが pΠ1qk`1 述語であるとは，

ある Σ1 述語 P と pΣ1qk 述語 Qk が存在して，

Apnq ðñ rP pnq Ñ Qkpnqs

と書けることである．pΣ1qk`1 述語はその否定である．あるいは，同値な定義であるが，A が

pΣ1qk`1 述語であるとは，ある Σ1 述語 P と pΣ1qk 述語 Qk が存在して，

Apnq ðñ rP pnq ^ ␣Qkpnqs

と書けることである．したがって，いくつか例を挙げると，以下，P,Q,R は何らかの Σ1 述語を

表すものとすれば，

• pΣ1q3 述語は，P pxq ^ p␣Qpxq _Rpxqqの形の述語である．

• pΠ1q3 述語は，P pxq Ñ ␣pQpxq Ñ Rpxqqの形の述語である．これは，␣P pxq _ pQpxq ^

␣Rpxqqと書いても同値である．

これらはいずれも Σ1 論理式のブール結合で書けている．

定義 1.14. A が pΣ1q˚ 述語であるとは，Σ1 述語のブール結合で書けることを意味する．つま

り，pΣ1q˚ 述語は以下のように帰納的に定義される．

1. Σ1 論理式は pΣ1q˚ 述語である．

2. A,B が pΣ1q˚ 述語ならば，␣A, A_B, A^B, AÑ B はいずれも pΣ1q˚ 述語である．

BNF記法で書けば，
A ::“ Σ1 | ␣A | A_A | A^A | AÑ A

という感じである．これが正確に，変心回数の上界が定数であるような計算によって推測できるも

のと一致するというパトナムの定理を証明しよう．

命題 1.15 (パトナムの定理). 集合 A Ď Nについて，以下は同値である．

1. Aは pΣ1q˚ である．

2. ある k P Nについて，Aは k-変心計算可能である．

Proof. (1)ñ(2): 論理結合子Ñ の適用は，pΠ1qk`1 述語の構成によって表せたことを思い出す．

まず，否定 ␣Aについては，AÑHとして表せる．ここで，Hは任意の n P Nについて ␣Hpnq
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となる述語とする．これは計算可能述語なので，自由に用いてよい．さらに，古典論理において，

A^ B ” p␣AÑ ␣Bqおよび A_ B ” pAÑ Bq Ñ B である．したがって，任意の pΣ1q˚ 述語

は，ある k について，pΠ1qk であり，つまり k-変心計算可能である．

(2)ñ(1): 上で述べたように，pΣ1qk の定義は，Σ1 のブール結合によって表すことができる．

演習問題 1.16. pΣ1q˚ “ ‘∆1 を証明せよ．

つづいて，ポストの定理の試行錯誤の階層版の証明を与えよう．

定理 1.17. 集合 A Ď Nについて，次の 2条件は同値である．

1. Aは k-変心計算可能である．

2. Aは pΣ1qk`1 かつ pΠ1qk`1 である．

pΣ1qk`1 かつ pΠ1qk`1 であることを p∆1qk`1 と書くことにすれば，上の定理は，

k-変心計算可能 “ p∆1qk`1

であることを意味する．この証明のために，再び 2値選択原理の証明を行おう．

補題 1.18 (pΣ1qk`1-選択原理). Rが pΣ1qk`1 述語であるとする．このとき，

p@x P NqpDy ă 2q Rpx, yq ùñ pDf P Compkqp@x P Nq Rpx, fpxqq.

ここで，Compk は k-変心計算可能関数全体の集合とする．

Proof. A “ tn P N : Rpn, 0qu かつ B “ tn P N : Rpn, 1qu とする．このとき，A,B Ď N は
pΣ1qk`1 集合で，AY B “ Nである．φA, φB : N2 Ñ t0, 1uをそれぞれ Aと B の初期値 0, 変心

k ` 1近似とする．n P Nを固定する．AY B “ Nなので，φApn, snq “ 1または φBpn, snq “ 1

なる sn P Nが存在する．そのような最小の sn P Nを取る．このとき，以下のように計算可能関数
φ : N2 Ñ t0, 1uを定義する．

φpn, tq “

#

1´ φApn, sn ` tq if φApn, snq “ 1

φBpn, sn ` tq otherwise.

前者の場合，φpn, snq “ φpk, 0qであり，後者の場合，φpn, snq “ φpk, 0qであるから，既に 1回

以上変心している．よって，sn 以降では，残り k 回以下しか変心できない．つまり，φは高々 k

回しか変心しない．fpnq “ limt φpn, tq によって定義すると，f は k-変心計算可能である．この

とき，
#

φApn, snq “ 1 ùñ fpnq “ limtÑ8 φpn, tq “ limtÑ8p1´ φApn, sn ` tqq “ p1´Apnqq,

φApn, snq “ 1 ùñ fpnq “ limtÑ8 φpn, tq “ limtÑ8 qpn, sn ` tq “ Bpnq.

13



前者の場合，fpnq “ 0であることと Apnq, つまり Rpn, 0qであることが同値であり，␣Rpn, 0q

ならば Rpn, 1qであるから，どちらにせよ Rpn, fpnqqを満たす．後者の場合，fpnq “ 1であるこ

とと Bpnq, つまり Rpn, 1qであることが同値であり，␣Rpn, 1qならば Rpn, 0qであるから，どち

らにせよ Rpn, fpnqqを満たす．よって，f は Rの k-変心計算可能な選択関数である．

Proof (定理 1.17). (1)ñ(2): φ を A の変心 k 近似とする．このとき，各 i P t0, 1u について，

ψipn, 0q “ iかつ ψipn, s` 1q “ φpn, sqによって定義すれば，ψi は Aの初期値 i変心 pk ` 1q近

似である．よって，Aは pΣ1qk`1 かつ pΠ1qk`1 である．つまり p∆1qk`1 である．

(2)ñ(1) Aを p∆1qk`1 述語とする．

Rpx, yq ”
´

`

y “ 1^Apxq
˘

_
`

y “ 0^␣Apxq
˘

¯

とすれば，排中律より @xDy ă 2 Rpx, yq である．また，A も ␣A も pΣ1qk`1 であるから，R は

pΣ1qk`1 である．したがって，pΣ1qk`1-選択原理より，ある k-変心計算可能関数 f が存在して，

@x Rpx, fpxqqが成立する．このとき，明らかに fpxqは Aの特性関数である．

これが，パトナムの試行錯誤の階層である．

∆1

Σ1

Π1

p∆1q2

pΣ1q2

pΠ1q2

p∆1q3 . . . p∆1qk

pΣ1qk

pΠ1qk

p∆1qk`1 . . . . . . pΣ1q˚

しかし，極限計算可能なもののすべてがこの階層の内部に入るわけではない．なぜなら，パトナ

ムの階層では，n P Aを推測するために必要な変心回数の上界 k が定数として与えられているが，

実際の極限的推測においては，n P Aを推測するための変心回数 kpnqが n毎に異なるかもしれな

いからである．この問題の解決のために導入されたのが，以下の概念である．

定義 1.19. 関数 A : NÑ Nが ω-変心計算可能 (computable with ω mind changes)とは，次の

2条件を満たす計算可能関数 φ : Nˆ NÑ t0, 1uと h : NÑ Nが存在することである．

極限計算可能性: Apnq “ limsÑ8 φpn, sq
計算可能変心: |ts P N : φpn, sq “ φpn, s` 1qu| ď hpnq

これは，試行錯誤階層よりも真に巨大なクラスを与える．

∆1 Ĺ p∆1q2 Ĺ p∆1q3 Ĺ ¨ ¨ ¨ Ĺ pΣ1q˚ Ĺ “ω-変心計算可能”

■停止問題: 停止問題は，∆1 Ĺ Σ1 の具体的を与えるという点で重要である．停止問題のアイデ

アを拡張して，p∆1qk Ĺ pΣ1qk であることを確認しよう．
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定理 1.20. p∆1qk Ĺ pΣ1qk.

Proof. p∆1q2 Ĺ pΣ1q2 の場合のみ証明を与える．さて，少し難しい点として，変心計算可能性の

概念が全域計算可能関数によって定義されていることである．万能チューリングマシンの存在に

より，我々は部分計算可能関数をリストアップできるが，どれが全域関数かは分からない．このた

め，少々の技巧的議論を要する．まず，tpe, n, sqを次のように定義する．

tpe, n, sq “ maxtt P N : tteuuspn, tq Óu

このとき，

φpe, n, sq “

#

tteuu
`

n, tpe, n, sq
˘

if tpe, n, sq exists

Ò otherwise.

とすると，φは計算可能関数である．次に，mpe, n, sqと upe, n, sqを次のように定義する．

mpe, n, sq “ |tt ă s : φpe, n, tq Ó and φpe, n, tq “ φpe, n, t` 1qu|

upe, n, sq “ maxtt ď s : mpe, n, sq ď 1u

このとき，
ψpe, n, sq “ φ

`

e, n, upe, n, sq
˘

と定義すると，ψも計算可能関数である．このとき，どんな 1-変心計算可能関数 f についても，あ

る eが存在して，
fpnq “ lim

sÑ8
ψpe, n, sq

と表すことができる．いま，

A “ te P N : ψpe, e, sq Ó & lim
sÑ8

ψpe, e, sq ą 0u

とする．このとき，Aは pΣ1q2 集合である．この Aが p∆1q2 集合でないことを示そう．まず，任

意の eに対して，

ψ
`

dpeq, n, s
˘

“

$

’

&

’

%

1 if ψpe, n, sq Ó and ψpe, n, sq “ 0

0 if ψpe, n, sq Ó and ψpe, n, sq ą 0

Ò if ψpe, n, sq Ò

となる dpeqが存在する．いま，任意の p∆1q2 集合 B を取ると，

n P B ðñ fpnq “ 1

となるような，1-変心計算可能関数 f : N Ñ t0, 1u が存在する．上で述べたように，fpnq “

limsÑ8 ψpe, n, sqとなる eが存在する．しかし，このとき，

fpdpeqq “ 1 “ lim
sÑ8

ψpdpeq, dpeq, sq

となることが容易に分かる．したがって，A “ B である．以上より，Aが p∆1q2 集合でないこと

が示された．
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■発展的話題: 1980年代になると，エルショフ (Yuri Ershov)は，パトナムの階層を順序数変心

の極限計算可能性に拡張した．これは順序数回変心するという意味ではなく，有限回しか変心しな

いが，その変心アルゴリズムが順序数カウンターに従う必要がある，という意味である．計算理論

や証明論などにおいて順序数がしばしば用いられるが，これを理解するためには，順序数を「数の

無限への拡張」ではなく「有限カウントダウンのシステム」と認識することが重要である．つまり，

順序数とは，無限的な概念ではなく，むしろ有限的な概念である

ということを理解しなければならない．

すこし技術的な話になるが，この詳細を軽く述べておこう．一般の α-変心計算には，カウント

ダウンシステム c : N ˆ N Ñ αが付随している．f の推測を行う際，「変心を行うたびに，カウン

ターの値を減らさなければならない」ということを要求するものである．もし，カウンターの現在

値が自然数 k であれば，残り k 回しか変心の余地が残されていない．より正確には，

1. 値 nが入力されると，カウンターの初期値 cpn, 0qは α未満の順序数に設定される．

2. fpnqの推測値を変更するためには，カウンターの値を減らさなければならない．つまり，

φpn, s` 1q “ φpn, sq ùñ cpn, s` 1q ă cpn, sq

3. よって，カウンターが 0になったら，それ以上の変心をすることはできない．

順序数の無限下降列は存在しないから，変心は有限回しか発生しないことが保証される．この変

心の階層は現在，エルショフ階層 (Ershov hierarchy) と呼ばれ，計算可能性理論の基本的概念と

なっている．変心の階層を順序数（カウントダウンシステム）に拡張する必要性について疑問を抱

く人もいるかもしれないが，実はこの拡張は理論的には極めて重要である．というのも，変心の階

層を順序数に拡張することによって，一般位相空間論におけるハウスドルフの差の階層 (Hausdorff

difference hierarchy)と結び付くことができ，計算可能性理論の位相空間的解釈あるいはその逆を

より完全なものに近づけるからである．しかし，エルショフ階層を正確に定義するためには，計算

可能順序数の理論が必要であるため，本講義ではこれ以上は触れない．

1.5. ∆2 定義可能性

ここまででは，変心回数の制限された極限計算可能性を取り扱ったが，最も素朴に，単なる極限

計算可能性について考察してみよう．

定義 1.21. 関数 f : NÑ Nが極限計算可能 (limit computable)とは，次を満たす計算可能関数

φ : Nˆ NÑ Nが存在することである．

fpnq “ lim
sÑ8

φpn, sq.
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この概念も，論理学的に明快な特徴付けがある．述語 Aが Σ2 であるとは，ある計算可能述語 R

が存在して，任意の n P Nについて，以下が成立することを意味する．

Apnq ðñ pDa P Nqp@b P Nq Rpn, a, bq.

また，述語 Aが Π2 であるとは，ある計算可能述語 Rが存在して，任意の n P Nについて，以
下が成立することを意味する．

Apnq ðñ p@a P NqpDb P Nq Rpn, a, bq.

以前と同様に，Σ2 かつ Π2 である述語を ∆2 と呼ぶ．

定理 1.22 (シェーンフィールドの極限補題). 任意の集合 A Ď Nについて，次が成立する．

Aは ∆2 ðñ Aは極限計算可能である．

これは，以下の Σ2-選択原理から導くことができる．

補題 1.23 (Σ2-選択原理). Rが Σ2 述語であるとする．このとき，

p@x P NqpDy ă 2q Rpx, yq ùñ pDf P Limqp@x P Nq Rpx, fpxqq.

ここで，Limは極限計算可能関数全体の集合とする．

Proof. R は Σ2 なので，Da@bSpx, y, a, bq として表せる．いま，x P N を固定し，Apa, bq ”
Spx, 0, a, bq および Bpa, bq ” Spx, 1, a, bq とおく．前提より，@aDbA _ @aDbB が成立している．

次のようなプロセスで，f の計算的近似を行う．

@b ă s. Ap0, bq @b ă s. Bp0, bq @b ă s. Ap1, bq @b ă s. Bp1, bq

yes yes yes yes

no no no no

ここで，sは現在のステップ数である．この推測アルゴリズムが第 sステップで，@b ă s.Apa, bq

のノードにいるならば，φpx, sq “ 0とし，@b ă s.Bpa, bqのノードにいるならば，φpx, sq “ 1と

する．

形式的に言い換えれば，第 sステップでは，まず，@b ă s.Spx, y, a, bqとなる最小の pa, yq ă s

を有限時間で計算する．ここで，pa, yq と 2a ` y を同一視する．そのような最小の pa, yq につい

て，y “ 0ならば φpx, sq “ 0とし，y “ 1ならば φpx, sq “ 1とする．

仮定より，@bApa, bqまたは @bBpa, bqとなる aが存在するから，a0 をそのような最小の値とす

る．このとき，φの推測アルゴリズムは，その状態に対応するノードに辿り着いた後は，すべての
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ステップで yesと答えるから，このノードに永遠に留まる．したがって，この場合，

fpxq :“ lim
sÑ8

φpx, sq “

#

1 if @bApa0, bq,

0 otherwise.

以上より，

fpxq “ y ùñ @bSpx, y, a0, bq ùñ Da@bSpx, y, a, bq ðñ Rpx, yq

が成立しているから，Rpx, fpxqqが示された．

この Σ2-選択原理は，Π2 の分離性と呼ばれる性質の形で述べられることが多い．

演習問題 1.24. Π2 集合 A,B Ď Nについて，AXB “ Hであると仮定する．このとき，ある∆2

集合 C Ď Nが存在して，以下が成立することを示せ．

A Ď C and B X C “ H.

（ヒント: Σ2-選択原理を用いよ）

Proof (定理 1.22). (ñ) A Ď Nを∆2 述語とする．

Rpx, yq ”
´

`

y “ 1^Apxq
˘

_
`

y “ 0^␣Apxq
˘

¯

とすれば，排中律より @xDy ă 2 Rpx, yq である．したがって，Σ2-選択原理より，ある極限計算

可能関数 f が存在して，@x Rpx, fpxqqが成立する．このとき，明らかに fpxqは Aの特性関数で

ある．

(ð) Aが極限計算可能とし，φをその推測関数とする．このとき，

Apxq “ y ðñ pDs P Nqp@t ě sq φpx, tq “ y.

したがって，Apxq “ 1と Apxq “ 0共に Σ2 述語として記述できる．これは Aと ␣Aが共に Σ2

であることを意味する．よって，Aは∆2 である．

Σ2 と Π2 の特徴付けも同様に与えることができる．

命題 1.25. 集合 A Ď Nについて，次の 2条件は同値である．

1. Aは Σ2 である．

2. ある計算可能関数 φが存在して，任意の n P Nについて，Apnq “ lim infsPN φpn, sq.

Proof. (2)ñ(1): 上極限の定義について考えると，

n P A ðñ lim inf
sPN

φpn, sq “ 1 ðñ pDs P Nqp@t ě sq φpn, tq “ 1.
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したがって，Aは Σ2 である．

(1)ñ(2): Aは Σ2 なので，Da@b Rpn, a, bqと表すことができる．まず，上記の Σ2 条件の証拠

となる最小の aを探索する α : Nˆ NÑ Nを再帰的に定義する．

αpn, s` 1q “

#

αpn, sq if p@b ă sq Rpn, αpn, sq, bq.

αpn, sq ` 1 otherwise.

有限個の bに対する R の真理値の計算は，有限時間で実行できる．したがって，これは計算可

能な場合分けと再帰による定義なので，αは計算可能である．また，αは以下の性質を満たす．
#

n P A ùñ limsÑ8 αpn, sq “ minta : @b Rpn, a, bqu,

n R A ùñ limsÑ8 αpn, sq “ 8.

いま，φ : Nˆ NÑ t0, 1uを以下のようにして定義する．

φpn, sq “

#

1 if αpn, s` 1q “ αpn, sq

0 otherwise.

これも計算可能な場合分けによる定義であるから，φは計算可能である．n P Aならば，αpn, sq

の値は安定するので，φpn, sq の値も 1 に安定する．n R A ならば，αpn, sq の値は無限回変化

するので，φpn, sq の値は無限回 0 になる．つまり，lim infsPN φpn, sq “ 0 である．したがって，

Apnq “ lim infsPN φpn, sqとなることが示された．

同様にして，Π2 を lim supによって特徴づけることができる．

歴史的リマーク (計算論的学習理論). 極限計算可能性に関する最初期の研究は，1950年代末から 60年代頃

のシェーンフィールド，パトナム，ゴールドらの研究がある．

• 極限計算可能性に対する最初の研究は 1959年のシェーンフィールドによるが，彼の論文は純粋数学的

な興味に端を発するものであった．

• 1965年，パトナムは，変心 (mind change)や試行錯誤 (trial and error)という言葉を用いて，極限

計算可能性の概念を説明し，試行錯誤述語の概念を導入した．

• 1965年のゴールドの論文では，人工知能 (artificial inteligence)の研究が動機であると明示的に述べ

ている．彼は，思索するコンピュータの試作的モデルとして，極限計算可能性の研究を行った．

• 1967年，ゴールドは言語を学習する人工知能の数学的モデル化のために，極限計算可能性の概念を用

いた．ゴールドによれば，計算言語学，特に発見的プロセス，心理言語学，児童学習などに応用を持

つであろう，とのことであった．

• ゴールドの理論は極限同定 (identification in the limit)の理論と呼ばれ，その後，機械学習の数学的

枠組を研究する計算論的学習理論の一分野として（主流ではないが）生存している．

歴史的リマーク. 極限補題は，1959年にシェーンフィールドによって，1965年にパトナムによって独立に証

明された．シェーンフィールドが示した極限補題はもう少し強い形で，収束率に関する有用な洞察をさらに含

んでおり，この強い形の方を極限補題と呼ぶことも多い．

1.6. ∆n 定義可能性

ここまでに量化記号を 2つ含む論理式について扱ってきた．それでは，2つと言わずに，もっと

たくさんの量化記号を含む論理式について考察してみよう．
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定義 1.26. 述語 Aが Σn`1 であるとは，ある Πn 述語 B に対して，A ” DnB の形であることを

指す．同様に，述語 Aが Πn`1 であるとは，ある Σn 述語 B に対して，A ” @nB の形であること

を指す．

例 1.27. 述語 Aが Σ3 であるとは，ある計算可能述語 Rが存在して，以下のように書けることで

ある．
Apnq ” pDa P Nqp@b P NqpDc P Nq Rpn, a, b, cq

述語 Aが Π5 であるとは，ある計算可能述語 Rが存在して，以下のように書けることである．

Apnq ” p@a P NqpDb P Nqp@c P NqpDd P Nqp@e P Nq Rpn, a, b, c, d, eq

以前と同様に，Σn かつ Πn であるとき，∆n であると呼ぶ．自然数上の任意の論理式は，ある n

について，Σn 論理式と同値になる．したがって，自然数（算術）上の論理式の分類を与える，と

いう点から，pΣn,ΠnqnPN のことを算術的階層 (arithmetical hierarchy)と呼ぶ．

∆1

Σ1

Π1

∆2

Σ2

Π2

∆3
. . . ∆n

Σn

Πn

∆n`1 . . . . . .

リマーク (計算論と測度論). 算術的階層の定義について，計算可能述語を含み，否定 ␣ と自然数上の量化

Dn P N を有限個組み合わせて作れる述語の族と考えることもできる．集合の文脈では，否定 ␣ は補集合 c,

存在記号 Dは集合和
Ť

に対応していることは容易に分かる．したがって，算術的階層に属す集合たちの族は，

計算可能集合を含み，補集合 cと，ある種の可算和
Ť

nPN を

有限個組み合わせて作れる集合たちの族

であると考えることができる．ところで，測度論にボレル集合と呼ばれるものがある．これは，

開集合を含み，補集合演算と可算和演算で閉じた最小の集合族

に属す集合として定義される．一見すると，算術的階層とボレル集合の定義は似ているように感じるが，何か

関連はあるのだろうか．それに対して，算術的階層とボレル集合には，本当に数学的に厳密な結び付きがあ

る，と述べるものが，1955年に発表されたアディソンの定理である．

∆2 と極限計算可能性が対応していたように，∆n は多重極限と対応する．つまり，Compを計

算可能関数全体の集合とすると，以下のような感じである．

Aは ∆3 ðñ pDf P Compqp@n P Nq
”

Apnq “ lim
sÑ8

lim
tÑ8

fpn, s, tq
ı

.

Aは ∆4 ðñ pDf P Compqp@n P Nq
”

Apnq “ lim
sÑ8

lim
tÑ8

lim
uÑ8

fpn, s, t, uq
ı

.

Aは∆5 ðñ pDf P Compqp@n P Nq
”

Apnq “ lim
sÑ8

lim
tÑ8

lim
uÑ8

lim
vÑ8

fpn, s, t, u, vq
ı

.
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定義 1.28. f : N Ñ N が極限計算可能であるとき，1 重極限計算可能であると言うことにする．

f : N Ñ Nが n` 1重極限計算可能であるとは，ある n重極限計算可能関数 φ : Nˆ N Ñ Nが存
在して，任意の n P Nについて，以下が成立することを指す．

fpnq “ lim
sÑ8

φpn, sq.

リマーク. 解析学において，ベール階級という概念がある．これは，連続関数をベール 0級と定義し，ベール

n級関数の列の各点極限をベール n ` 1級と定義するものである．計算可能性理論における n重極限計算可

能性と，解析学におけるベール n級の概念には，数学的に厳密な意味でのある種の対応が存在する．

シェーンフィールドの極限補題は，算術的階層の一般のレベルで成立する．

定理 1.29 (シェーンフィールドの極限補題). 任意の集合 A Ď Nについて，次が成立する．

Aは ∆n`1 ðñ Aは n重極限計算可能である．

この証明もまた同様に，以下の選択原理を用いて導くことができる．

補題 1.30 (Σn`1-選択原理). Rが Σn`1 述語であるとする．このとき，

p@x P NqpDy ă 2q Rpx, yq ùñ pDf P Limnqp@x P Nq Rpx, fpxqq.

ここで，Limn は n重極限計算可能関数全体の集合とする．

証明は同様なので，省略する．

歴史的リマーク. 算術的階層は，1943年にクリーネ，1947年にモストフスキによって独立に導入された．ま

た，算術的階層が崩壊しないこと，つまり，算術的階層のすべてのレベルに新しい集合が存在することもま

た，クリーネとモストフスキによる．

今回は説明していない概念であるが，1948 年にポストは ∆n`1 “ ∆1pΣn Y Πnq であること，および

Σn`1 “ Σ1pΠnqを証明している．

一般の算術的階層におけるシェーンフィールドの極限補題を証明したのも，1959年のシェーンフィールド

である．

リマーク (計算論 «測度論). 1940年代のモストフスキは「Σ1 «解析集合」，「計算可能集合 «ボレル集合」

と考え，ポストの定理「∆1 “計算可能」をススリンの定理「解析かつ余解析 “ボレル」のアナロジーである

と考えた．しかし，1950年代には，アディソンの発見より，計算可能集合をボレル集合のアナロジーと捉え

るのは正確ではないと認識されるようになった．上で述べたように，ボレル集合と数学的に厳密に対応するの

は，計算可能集合ではなく，算術的階層（正確には，超算術的階層）である．

そうすると，算術的階層は，ボレル可測性の階層であり，多重極限計算可能性の階層は，ベール階級の階層

である．したがって，シェーンフィールドの補題「∆n`1 “ n重極限計算可能」は，ルベーグ-ハウスドルフ-

バナッハの定理「加法的ボレル n` 1級かつ乗法的ボレル n` 1級 “ベール n級」に対応する．
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1.7. 算術的階層の具体例

定義 1.31. 問題のクラス Γについて，問題 Aが Γ困難 (Γ-hard)であるとは，任意の Γ問題 B に

ついて，B ďm Aとなることである．つまり，ある計算可能関数 f : N Ñ Nが存在して，任意の
n P Nについて，

n P B ðñ fpnq P A

が成立する．問題 A が Γ-完全 (Γ-complete) であるとは，A P Γ かつ A が Γ 困難であることを

指す．

注意. 計算量理論を学んだ人であれば，NP完全，PSPACE完全，EXPTIME完全などを聞いたこ

とがあると思われる．ただし，その場合には，困難性の定義において，多対一還元に計算量の適切

な制約が付けられている．

ライスの定理より，プログラムに関する非自明な外延的性質は，すべて計算不可能であった．し

かし，実は計算不可能性にもレベルというものがある．この具体例を述べるために，tteuuが，自然

数 eでコードされたプログラムを表していたことを思い出そう．これを e番目の部分計算可能関数

と呼ぶ．tteuuspnqによって，プログラムを nステップ目まで動かした段階の計算状況を表すもの

とする．このとき，次のような問題を考えよう．

1. 部分計算可能関数の停止性の判定問題．

pe, nq P Halt ðñ tteuupnq Ó ðñ pDsq tteuuspnq Ó .

2. 部分計算可能関数の定義域が自然数全体であるかどうかの判定問題．

e P Tot ðñ domptteuuq “ N ðñ p@nqpDsq tteuuspnq Ó .

3. 部分計算可能関数の定義域が有限であるかどうかの判定問題．

e P Fin ðñ |domptteuuq| ă 8 ðñ pDmqp@n ě mqp@sq tteuuspmq Ò .

4. 部分計算可能関数の定義域の補集合が有限であるかどうかの判定問題．

e P Cof ðñ |Nzdomptteuuq| ă 8 ðñ pDmqp@n ě mqpDsq tteuuspmq Ó .

5. 部分計算可能関数の定義域が計算可能であるかどうかの判定問題．

e P Com ðñ pDd P Totq domptteuuq “ ttduu

ðñ pDdqp@nq
“

ptteuupnq Ó Ñ ttduupnq “ 1q ^ ptteuupnq Ò Ñ ttduupnq “ 0q
‰

.

6. 部分計算可能関数を全域計算可能関数に拡張可能であるかどうかの判定問題．

e P Ext ðñ pDd P Totq tteuu Ď ttduu

ðñ pDd P Totqp@nq rtteuupnq Ó Ñ ttduupnq “ tteuupnqs.
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演習問題 1.32. Comおよび Extが Σ3 であることを証明せよ．

定理 1.33. 部分計算可能関数について，

1. 停止性の判定問題 Haltは Σ1 完全である．

2. 定義域の全域性の判定問題 Totは Π2 完全である．

3. 定義域の有限性の判定問題 Finは Σ2 完全である．

4. 定義域の補集合の有限性の判定問題 Cof は Σ3 完全である．

5. 定義域の計算可能性の判定問題 Comは Σ3 完全である．

6. 全域関数への拡張可能性の判定問題 Extは Σ3 完全である．

Proof. (1) Haltは停止集合なので，命題 1.5より Σ1 である．同様に，命題 1.5より，任意の Σ1

集合 Aについて，部分計算可能関数 f が存在して，A “ dompfqであった．f のコードを ef と表

すと，
n P A ðñ fpnq Ó ðñ pef , nq P Halt.

(2) Totが Π2 であることは，上に述べた論理式表示から分かる．Π2 完全であることを示すため

に，Aを Π2 述語 Apnq ” @aDbRpn, a, bqとする．部分計算可能関数 fn は，次の動作を行う．

• 入力 aに対して，ステップ sで，Rpn, a, sqかどうかをチェックする．

• YESならば，適当な値を出力し，計算を停止する．

• NOならば，次のステップ s` 1に進む．

与えられた nに対して，fn のコード epnqを計算可能な方法で容易に求めることができる．明ら

かに，DbRpa, bq ðñ fnpaq Óであるから，このとき，

n P A ðñ @aDbRpn, a, bq ðñ @a fnpaq Ó ðñ epnq P Tot.

(3) Finが Σ2 であることは，上に述べた論理式表示から分かる．Σ2 完全であることを示すため

に，Aを Σ2 述語 Apnq ” Da@bRpn, a, bqとする．部分計算可能関数 fn は次の動作を行う．

• 入力 aに対して，ステップ sで，p@a1 ď aqpDb ď sq ␣Rpn, a1, bqかどうかをチェックする．

• YESならば，適当な値を出力し，計算を停止する．

• NOならば，次のステップ s` 1に進む．

与えられた n に対して，fn のコード epnq を計算可能な方法で容易に求めることができる．

@aDbRpn, a, bqならば，ba を Rpn, a, baqなる最小のものとする．このとき，b1
a “ maxa1ďa ba とす

れば，fnpaq は第 b1
a ステップで停止することを容易に確認できる．つまり，任意の a について，

fnpaq Óであり，特に，定義域は無限である．一方，Da@bRpn, a, bqならば，@bRpn, a0, bqとなる

a0 を取る．このとき，任意の入力 a1 ě a0 について，最初の場合分けが YESになることは有り得
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ない．よって，高々有限個の入力 aについてしか，fnpaq Óになり得ないから，定義域は有限であ

る．したがって，

n P A ðñ Da@bRpn, a, bq ðñ fn の定義域は有限 ðñ epnq P Fin.

(4) Cof が Σ3 であることは，上に述べた論理式表示から分かる．Σ3 完全であることを示すため

に，任意の Σ3 述語 Apnq “ Da@bDcRpn, a, b, cqを取る．部分計算可能関数 fn は次の動作を行う．

• 各 aについて，DcRpn, a, b, cqが判明した bの数が増えるかどうかを確認する．

• もし増えたら，fn の現時点で計算が終了していない入力のうち，a番目に小さいものを停止
させる．

n P Aの証拠となる最小の aを取ると，fn の未定義な入力のうち a番目に小さいものが停止す

る，という動作が無限回繰り返される．すると，ダルマ落とし式に，a以上のすべての入力につい

て，fn 計算が停止する．n R Aとすると，各 aについて，「fn の未定義な入力のうち a番目」があ

る有限の値 ka に収束する．このとき，任意の aについて，fnpkaqは未定義になる．つまり，無限

個の入力について，fn は未定義である．

与えられた nに対して，fn のコード epnqを計算可能な方法で容易に求めることができるから，

n P A ðñ Da@bDcRpn, a, b, cq ðñ fn の定義域の補集合は有限 ðñ epnq P Cof.

(5), (6) 省略する．証明はたとえば Soareを参照せよ．

例 1.34 (群論における例). 群の有限表示が与えられているとする．

• 自明かどうかの判定は Σ1 完全である．

• 捻れなしかどうかの判定は Π2 完全である．

• 語の問題が決定できるかどうかの判定は Σ3 完全である．

例 1.35 (解析学における例). 計算可能実連続関数 f が与えられているとする．

• 計算可能な導関数を持つかどうかの判定は Σ3 完全である．

• 連続な導関数を持つかどうかの判定は Π3 完全である．

• 微分方程式 dy
dt
“ fpt, yq, yp0q “ 0が計算可能な解を持つかどうかの判定は Σ3 完全である．
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