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1 自然数論の形式体系

1.1 離散順序半環

自然数上の演算の持つ性質を抽象化したい．自然数の代数的性質の分析を行うため，加法の単位

元（乗法の零元）である 0は自然数である (0 P N)と仮定する．考察する対象は，pN,`, ¨,ďqの構
造である．たとえば，整数の加法 pZ,`q はアーベル群をなすが，pN,`q は逆元を持たないから，
そもそも群ですらない．しかし，可換モノイドではある．pZ,`, ¨qや pR,`, ¨qは可換環であるが，
先程と同じ理由により，pN,`, ¨qは環ではない．しかし，環になるためには，加法的逆元が足りな
いだけであって，だいぶ環に近い．こういうものは半環 (semiring)と呼ばれており，pN,`, ¨qは
可換半環となる．順序も考慮に入れると，pZ,`, ¨,ďqや pR,`, ¨,ďqは順序環と呼ばれるものにな
る．もう少し細かく述べると，pZ,`, ¨,ďqは離散順序環であり，pR,`, ¨,ďqは離散でない順序環
である．そうすると，pN,`, ¨,ďqは離散順序半環というものであろうことは想像に難くない．
それでは，ここまで書き連ねた内容の正確な定義を述べよう．実際には，ここでは，離散順序半

環というよりは，離散順序環の非負部 (non-negative parts of discretely ordered rings)と言った

方が正確なものの定義を与える．

定義 1.1 (可換モノイド). ˚を 2変数関数記号，eを定数記号とする．このとき，p˚, eqに対する可換モノイ

ド (commutative monoid)の公理は以下によって与えられる．

結合法則: @a, b, cppa ˚ bq ˚ c “ a ˚ pb ˚ cqq

単位元: @apa ˚ e “ e ˚ a “ aq

可換性: @a, bpa ˚ b “ b ˚ aq

定義 1.2 (可換半環). ` と ¨ を 2変数関数記号とし，0と 1 を定数記号とする．このとき，p`, ¨, 0, 1qに対

する可換半環 (commutative semiring)の公理は以下によって与えられる．

p`, 0qは可換モノイドの公理を満たす．

p¨, 1qは可換モノイドの公理を満たす．

分配律: @x, y, zpx ¨ py ` zq “ x ¨ y ` x ¨ zq

零元: @xpx ¨ 0 “ 0q

定義 1.3 (全順序). ďを 2変数関係記号とする．このとき，ďに対する全順序 (linear order)の公理は以下

によって与えられる．

反射律: @xpx ď xq

推移律: @x, y, zpx ď y ^ y ď z Ñ x ď zq

反対称律: @x, ypx ď y ^ y ď x Ñ x “ yq

比較可能律: @x, ypx ď y _ y ď xq

定義 1.4 (順序半環). ` と ¨ を 2変数関数記号とし，0と 1 を定数記号とする．このとき，p`, ¨, 0, 1qに対

する順序半環 (ordered semiring)の公理は以下によって与えられる．
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p`, ¨, 0, 1qは可換半環の公理を満たす．

ďは全順序の公理を満たす．

和の順序保存性: @x, y, zpx ď y Ñ x ` z ď y ` zq

非負積の順序保存性: @x, y, zp0 ď z ^ x ď y Ñ x ¨ z ď y ¨ zq

定義 1.5. p`, ¨,ď, 0, 1qに対する以下の公理を考える．

非自明性: 0 ă 1

離散性: @xpx ą 0 Ñ x ě 1q

非負性: @xpx ě 0q

加法的逆元: @xDypx ` y “ 0q

減法: @x, ypx ď y Ñ Dzpx ` z “ yqq

非負性を満たす順序半環を正順序半環 (positive ordered semiring), 加法的逆元を持つ順序半環を順序環

(ordered ring), 離散性を満たす順序環を離散順序環 (discretely ordered ring)と呼ぶ．

定義 1.6. 順序半環の公理に非自明性，離散性，非負性，減法の公理を加えたものを離散順序環

の非負部の公理と呼び，DOR` と書く．

つまり，公理 DOR` を満たす構造とは，減法の公理を満たす非自明な離散正順序半環である*1．

例 1.7. 自然数全体のなす構造 pN,`, ¨,ď, 0, 1qは，DOR` を満たす．

離散順序環は Z以外にも沢山ある．同様に，DOR` のモデルが N以外にも沢山あることは予想
できる．

例 1.8. ZrXsを Z上の 1変数多項式環とする，つまり，

ZrXs “
␣

anX
n ` an´1X

n´1 ` ¨ ¨ ¨ ` a1X ` a0 : n P N ^ a0, . . . , an P Z
(

.

このとき，ZrXsが環をなすことはよく知られているが，この上に順序 ĺを定義することもでき

る．まず，各多項式 p P ZrXsについて，p ą 0とは，pに現れる最大次数の項の係数が非負である

こととする．つまり，

p “ anX
n ` an´1X

n´1 ` ¨ ¨ ¨ ` a1X ` a0 ą 0 ðñ an ą 0.

一般に，多項式 p, q P ZrXs に対して，

p ă q ô q ´ p ą 0

によって順序を定義する．このとき，pZrXs,`, ¨,ĺ, 0, 1qは非自明な離散順序環である．

*1 この公理は，ペアノ算術の公理系 PAと関連付けて語られることが多く，その場合には，DOR` ではなく PA´ と書
かれることが多い．
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例 1.9. 上で定義した順序 ĺに対して，次の集合を考える．

ZrXs` “ tp P ZrXs : p ľ 0u.

このとき，pZrXs`,`, ¨,ĺ, 0, 1qは DOR` を満たす．

ZrXsや ZrXs` において，順序だけに注目すると，変数 X を無限大の数のように扱っているよ

うに思える．たとえば，ZrXs` の順序型としては，始切片として標準自然数 Nがあって，その無
限の彼方に，無限大元たちの住む「整数の形の島」たちが無限に並んでいるような形をしている．

より正確には，以下によって定義される rpsを各 pの所属する “島”のように考える．

rps “ tq P ZrXs` : pDk P Zq q “ p` ku.

すると，自然数定数の所属する島 rnsの無限の彼方に Z-型の島 rXsがあって，その更に無限の
彼方に r2Xs, r3Xs, といった島が無限に連なっており，といったことが見て取れるだろう．

rns ă rXs ă r2Xs ă r3Xs ă ¨ ¨ ¨ ă rX2 ´ 2Xs ă rX2 ´Xs ă rX2s ă rX2 `Xs ă . . .

¨ ¨ ¨ ă r2X2 ´ 6Xs ă r2X2 ` 3Xs ă r3X2 ´Xs ă ¨ ¨ ¨ ă rX3 ´ 6X2 ´ 9Xs ă . . .

例 1.10. 任意の非自明な離散順序環 pR,`, ¨,ĺ, 0, 1qに対して，R` “ tx P R : x ľ 0uと定義す

ると，pR`,`, ¨,ĺ, 0, 1qは DOR` を満たす．

豆知識. 逆に，DOR` の任意のモデルMに対して，ある非自明な離散順序環 Rが存在して，Mは Rの非

負部 R` と同型になる．これによって，DOR` を「離散順序環の非負部の公理」と呼ぶことは正当化される

であろう．

離散順序環の非負部の公理 DOR` は自然数の基本演算に関するかなりの部分を捉えるが，それ

でもやはり完璧には程遠い．たとえば，離散順序環の非負部の公理から「全ての元を偶数と奇数に

類別できる」といったようなことを演繹することはできない．ちょうどよい《証明不可能性の証

明》の練習問題なので，これを確認してみよう．

命題 1.11. DOR` & p@xqpDyq r2y “ x_ 2y ` 1 “ xs.

Proof. DOR` のあるモデルが偶数でも奇数でもない元を持つことを示せばよい．実際，例 1.9で

定義した DOR`のモデル ZrXs`には，偶数でも奇数でもない元が存在する．q “ anX
n`¨ ¨ ¨`a0

とすると，2q “ 2anX
n ` ¨ ¨ ¨ ` 2a0 であり，2q ` 1 “ 2anX

n ` ¨ ¨ ¨ ` 2a0 ` 1である．したがっ

て，多項式 pの次数正の項の係数が全て偶数でない限り，p “ 2q または p “ 2q ` 1という形には

書けないことが分かる．たとえば，X や 3X2 などは偶数でも奇数でもない．

1.2 Σ1-完全性

命題 1.11で見たように，わりと自明そうな自然数の性質でも DOR` から導出できない可能性が

ある．しかし，実は，自然数 Nに関する存在型の性質であれば，DOR` から導出できることを見

ていこう．このために，自然数に関する性質の量化の複雑性による分類の概念を導入する．

4



言語 Larith “ t`, ¨,ď, 0, 1u を考える．略記 p@x ď tqφ および pDx ď tqφ を以下によって定義

する．

p@x ď tqφ ðñ p@xq rx ď t Ñ φs,

pDx ď tqφ ðñ pDxq rx ď t ^ φs.

この形の量化を有界量化 (bounded quantification)と呼ぶ．一方，@xφや Dxφの形の量化を非

有界量化 (unbounded quantification)と呼ぶ．

定義 1.12. 非有界量化を用いずに構成される論理式を ∆0 論理式 (∆0-formula) と呼ぶ．本稿で

は，非有界全称量化を用いずに構成される論理式を Σ1 論理式 (Σ1-formula)と呼ぶ．また，ある

∆0 論理式 θ に対して Dxθ の形で書ける論理式を狭義の Σ1 論理式 (strict Σ1-formula)と呼ぶ*2．

同様に，ある∆0 論理式 θ に対して @xθ の形で書ける論理式を Π1 論理式 (Π1-formula)と呼ぶ．

豆知識. 広義と狭義の Σ1 が同値であるという性質は，Σ1-採集原理 BΣ1 と呼ばれる公理と同値である．この

公理は，Σ1-帰納法公理 IΣ1 (定義 1.24)から証明することができる．

例 1.13. 「xは素数である」ということを表す式 Primepxqは∆0 論理式である．

Primepxq ” p@y ď xq rrpDz ď xq x “ z ¨ ys Ñ py “ 1 _ y “ xqs.

例 1.14. 以下，x3 は項 x ¨ x ¨ xの略記であるとする．

• 次の式は Σ1 論理式である．

pDa, b, c, dq ra, b, c ě 1 ^ a3 ` b3 ` c3 “ d3s.

• フェルマーの最終定理の n “ 3のとき (オイラーの定理)を表す次の式は Π1 論理式である．

p@a, b, cq ra, b ě 1 Ñ a3 ` b3 ­“ c3s.

豆知識. 例 1.14の Σ1 論理式は真である．たとえば，a “ 3, b “ 4, c “ 5, d “ 6がこれを満たすことはプラ

トンにより発見された．

問題 1.15. ゴールドバッハ予想，双子素数予想はいずれも Π1 論理式で記述されていることを

示せ．

定義 1.16. Larith-理論 T が Σ1-完全 (Σ1-complete)であるとは，Nで真な Σ1-閉論理式は必ず T

で証明可能であることを意味する．つまり，任意の Σ1-閉論理式 φに対して，次が成立するときを

言う．
N |ù φ ùñ T $ φ.

*2 狭義の Σ1 論理式のことを Σ1 論理式と呼び，本稿の意味での Σ1 論理式を ∆0pΣ1q論理式と呼ぶ流儀もある．
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定理 1.17. 離散順序環の非負部の公理 DOR` は Σ1-完全である．

証明のアイデアを述べるために，離散順序環の非負部の構造を少し見てゆこう．まず，以下の略

記を使用していたことを思い出そう．

n “ 1` 1` ¨ ¨ ¨ ` 1
loooooooomoooooooon

n 個

さて，順序半環M “ pM,`, ¨,ď, 0, 1qが与えられたとき，nはM の要素である．つまり，

NM “ tn : n P Nu ĎM

が成立している．したがって，どんな順序半環を持ってきても，その中に Nの複製のようなもの
があるようである．

定理 1.18. Mを非自明な順序半環とする．このとき，p`, ¨,ď, 0, 1qを保つ NのMへの埋め込み

が存在する．さらに，もしMが離散順序環の非負部であれば．そのような埋め込みの像はMの

始切片となる．

実際，ZrXs` などでは，nは本物の自然数 nであり，NZrXs` “ Nである．しかし，一般には，
あくまでMはある種の順序半環でしかないので，1や 1` 1や 1` 1` 1などがMの中のどんな

要素になっているかはよく分からない．そうすると，n ÞÑ nが全ての構造を保つ埋め込みになっ

ているというのは，そんなに自明なことではない．つまり，NM での演算が，本物の自然数の演算

と同じとなっているかどうか，念のため確認する必要がある．非自明な順序半環の公理を OR` と

書く．

補題 1.19. ℓ, k P Nとする．

1. OR` $ ℓ` k “ ℓ` k.

2. OR` $ ℓ ¨ k “ ℓ ¨ k.

3. ℓ ă k ならば，OR` $ ℓ ă k.

4. DOR` $ p@xq rx ď k Ñ
Žk

m“0px “ mqs.

Proof. (1) 和に関する結合法則より自明である．(2) 帰納法を用いる．ℓ ¨ k “ ℓ ¨ kは証明できたと

仮定する．このとき，DOR` より次を導出できる．

ℓ ¨ pk ` 1q “ ℓ ¨ k ` ℓ “ ℓ ¨ k ` ℓ “ ℓ ¨ k ` ℓ “ ℓ ¨ pk ` 1q.

これらの等号は順に，分配律，帰納的仮定, (1)の性質より導かれる．

(3) まず，DOR` の非自明性より 0 ă 1であり，順序半環の性質である和の順序保存性と推移律

を利用して，任意の正整数 nについて，n ą 0であることを示せる．それでは，ℓ ă kなる k, ℓ P N
が与えられているとする．このとき，k “ ℓ ` nなる正整数 nが存在する．(1)を用いて，DOR`
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から k “ ℓ ` nが導出される．すると，n ą 0であることと和の順序保存性から，k “ n ` ℓ ą ℓ

を得る．

(4) DOR` から y ă x Ñ y` 1 ď xが導けることを確認する．これについては，y ă xなので，

減法公理より y “ x` z なる z が存在する．このとき z ą 0である．なぜなら，z ď 0であると仮

定すると，和の順序保存性より x “ y ` z ď y ` 0 “ y を得るが，これは y ă xに矛盾する．した

がって，z ą 0なので，離散性より z ě 1である．再び和の順序保存性を用いて x “ y` z ě y` 1

を得る．

さて，帰納法より，x ď k Ñ
Žk

m“0px “ mqが示されていると仮定する．上の性質より，x ď k

または x ě k ` 1が示される．したがって，もし x ď k ` 1ならば，x ď kまたは x “ k ` 1であ

る．帰納的仮定より，x ď k ` 1ならば，
Žk`1

m“0px “ mqを得る．

それでは，DOR` の Σ1-完全性の証明に入ろう．

Proof (定理 1.17). Σ1-閉論理式 φの構成に関する帰納法による．最初に，φが論理記号を含まな

い場合を考える．まず，a, b, c, d P N について，a ď b かつ c ę d ならば DOR` $ a ď b かつ

DOR` $ c ę dである．これについては，補題 1.19 (3)から従う．項は和 `と積 ¨から作られる

ので，補題 1.19 (1)と (2)を用いれば，項 s, t, u, v について，N |ù s ď tかつ N |ù u ę v ならば

DOR` $ s ď tかつ DOR` $ u ę v であることが分かる．等号については，s “ tであることと

s ď tかつ t ď sが同値であることを利用する．続いて，φが ψ ^ η または ψ _ η の場合は，帰納

法の仮定に還元できる．

続いて，有界量化の場合を考える．N |ù p@x ď tq ψpxq を仮定する．いま，ある n P N につ
いて N |ù t “ n であるから，帰納的仮定より DOR` $ t “ n である．また，N |ù

Źn
k“0 ψpkq

であるが，同様に帰納的仮定より，DOR` $
Źn

k“0 ψpkq である．補題 1.19 (4) より，DOR` $

p@xq rx ď n Ñ
Žn

k“0px “ kqsが従う．これらを合わせて，DOR` $ p@x ď tq ψpxqが導かれる．

有界存在量化の場合も同様にして示される．

最後に，N |ù Dxψpxqを仮定する．このとき，ある n P Nについて N |ù ψpnqとなる．帰納法の

仮定より，DOR` $ ψpnqであり，したがって，DOR` $ Dxψpxqとなる．よって，定理は示され

た．

豆知識. N がM の始切片であるような部分 Larith-構造であるとき，M を N の終拡大 (end extension)

であると言う．上の定理の証明を修正することで，M が N の終拡大ならば，M は N の ∆0-初等拡大

(∆0-elementary extension)である，ということを示すことができる．特に，Mが離散順序環の非負部であ

るとき，n ÞÑ nは NのMへの ∆0-初等埋め込み (∆0-elementary embedding)を与えている．

1.3 Z-環と開帰納法

離散順序環の非負部の公理 DOR` は，まだ Nとはかけ離れた構造をモデルに持つようである．
もう少し Nに近づくには，どのような公理を更に加えたらよいだろうか．まずは小学校の算数で
習った割り算を思い出そう．小学校では，2つの正整数 x, nが与えられたとき，x˜ nを問う問題
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には，「q 余り r」のように答えていた．ここで，x˜ n “ “q 余り r”とは，x “ qn` rかつ r ă n

であることを思い出そう．この小学校の割り算は，以下のユークリッド除法の原理に基づくもので

ある．
除法の原理 Divpnq : p@xqpDq, rq rx “ q ¨ n` r & 0 ď r ă ns.

命題 1.11で見たことは，DOR` のモデル ZrXs` では 2によるユークリッド除法が実行できな

いという点である．したがって，DOR` に除法の原理を加えれば，より強い体系を得ることがで

きる．

定義 1.20. Z-環 (Z-ring)とは，任意の正整数 nに対して除法の原理 Divpnqを満たす非自明な

離散順序環のことを意味する．言い換えれば，R{nR » Z{nZ を満たす非自明な離散順序環で
ある．

定義 1.21. 離散順序環の非負部の公理 DOR` に各正整数 nに対して除法の原理 Divpnqを加え

たものを Z-環の非負部の公理と呼び，ZR` と書く．標準的な名称ではないが，ここでは，Z-環
の非負部の公理を満たすモデルを N-半環 (N-semiring)と呼ぶ．

例 1.22. ZrXsは Z-環ではない．同様に，ZrXs` は N-半環ではない．

例 1.23. QrXsを Q上の 1変数多項式環とし，QrXsZ を QrXsの多項式のうち次数 0の項が整

数であるもの全体の集合とする．つまり，

QrXsZ “ tanXn ` an´1X
n´1 ` ¨ ¨ ¨ ` a1X ` a0 : n P N ^ a0 P Z ^ a1, . . . , an P Qu.

順序を ZrXsと同じように定義すると，QrXsZ は Z-環となる．除法の原理については，多項式
p “

řn
i“0 aiX

i P QrXsZ を自然数 nで割ることを考えよう．a0 は整数なので，ある 0 ď r ă nに

対して，qn` rと書ける．よって，p “ p
řn

i“1pai{nqX
i ` qq ¨ n` rとなる．同様にして，QrXsZ

の非負部 QrXs`Z は N-半環となる．

証明は省略するが，除法が全域には定義されないような N-半環も存在する．そういうわけで，
N-半環もまだ Nとはかなり異なる性質を持ち得る．さて，ここまでやってきたように公理を少し
ずつ加えていって Nに地道に近づいていくのもよいが，それでは終わりが見えず，埒が明かない
ので，もう少し一般的な N固有とおぼしき性質に着目しよう．以後，t`, ¨,ď, 0, 1uを算術の言語
と呼び，Larith と書く．

定義 1.24 (帰納法公理). Γを Larith-論理式の集合とする．公理系 IΓとは，離散順序環の非負部

の公理 DOR` に，以下の数学的帰納法の公理を各 Γ-論理式 φ毎に加えた公理図式である．

数学的帰納法 : rφp0q ^ p@xq φpxq Ñ φpx` 1qs Ñ p@xq φpxq.

8



帰納法公理における φ は x 以外の自由変数を含んでもよい*3．Γ の例としては，量化記号を

含まない Larith-論理式全体の集合 Open，量化記号は有界存在量化 Dx ď t のみを認める E1, Σ1

論理式全体の集合 Σ1 などがあり，IOpen, IE1 や IΣ1 などを考える．また，ペアノ算術 (Peano

arithmetic)とは，Larith-論理式の集合 Arithに対する公理系 IArithのことを意味する．以後，PA

によって，ペアノ算術を表す．

命題 1.25. IOpenから全域的な除法の原理を証明できる:

IOpen $ p@xqp@y ą 0qpDq, rq rx “ q ¨ y ` r ^ r ă ys.

特に，IOpenの任意のモデルは N-半環であるが，逆は成り立たない．たとえば，例 1.23の N-
半環 QrXs`Z は IOpenのモデルではない．

Proof. x, y を任意に固定し，φpqq を q ¨ y ď x によって定義する．このとき，φ P Open である．

まず，DOR` で明らかに φp0qかつ ␣φpx` 1qが証明できる．したがって，Open-帰納法の対偶を

用いることによって，IOpenで φpqqかつ ␣φpq ` 1qであるような q の存在が示される．つまり，

DOR` における順序の比較可能性より，qy ď x かつ pq ` 1qy ą x である．r “ x ´ qy とおく

と，x “ qy ` r となる．r ă y については，qy ` r “ x ă pq ` 1qy “ qy ` y であることから分か

る．

IOpen のモデルの特徴付けとして，以下に述べるシェファードソンの定理 (Shepherdson’s

theorem)は重要であるが，本講義のスコープを越えることと，後の節では用いないことから，証

明は省略する．しかし，算術体系のモデルのイメージを鍛えるために有用であるから，シェファー

ドソンの定理を応用した例に幾つか触れよう．

事実 1.26 (シェファードソンの定理). IOpenのモデルとは，ある実閉体の整数部 Z の非負部 Z`

に他ならない．

例 1.27. R係数のピュイズー級数 (Puiseux series)たちが実閉体をなすことは知られている．し

たがって，シェファードソンの定理より，その整数部の非負部は IOpenのモデルであり，Nと同型
でないことも分かる．

例 1.28 (シェファードソンのモデル). IOpenの可算モデルを得るためには，分数体 QpXqの実閉
包 rclpQpXqq を考えよう．これは，実代数的数を係数に持つ非負冪の有限ピュイズー級数たちの
なす実閉体である．Ralg を実代数的数全体を表すものとすると，rclpQpXqqの整数部として，以下
を得る．

S :“rclpQpXqqZ

“tanX
n
k ` an´1X

n´1
k ` ¨ ¨ ¨ ` a1X

1
k ` a0 : n P N, k P Nzt0u, a0 P Z, ai P Ralgu.

*3 x以外の自由変数を許さない帰納法は，パラメータなし帰納法 (parameter-free induction)と呼ばれ，対応する公
理系は IΓ´ のようにマイナスを付けて表されることが多い．

9



S の非負部 S` は IOpenの可算モデルというだけではなく，計算可能モデルである．この S は

シェファードソンのモデル (Shepherdson’s model)と呼ばれる．

証明は省略するが，以下の事実が知られている．

命題 1.29. IOpenでは，素数の無限性を証明できない．

IOpen & p@xqpDp ą xqp@a, b ă pq p ­“ a ¨ b.

実際，シェファードソンのモデル S` において，素数の無限性を表す上式は偽となる．しかし，

上式は，S` の中で素数が有界であることを示すものであるが，各素数 p P Nは S` でも素数であ

るから，外から見れば，S` は素数を無限個持つことに注意する．

S` |ù ␣p@xqpDp ą xq “pは素数である”.

p@x P Nq S` |ù pDp ą xq “pは素数である”.

命題 1.30. IOpenでは，フェルマーの最終定理を証明できない．実際，n “ 3の場合すら証明で

きない．
IOpen & p@x, y, z ą 0q rx3 ` y3 ­“ z3s.

Proof. シェファードソンのモデルの非負部 S` でフェルマーの最終定理の n “ 3の場合を証明で

きないことを示す．具体的に x3 ` y3 “ z3 を満たす x, y, z P S` を取ってこよう．これについて

は，X, 3
?
2X P S` であり，X3 `X3 “ p

3
?
2Xq3 であることから従う．

IOpenのモデルの代数的性質に関して，もう一つ例を挙げておく．

例 1.31. シェファードソンのモデル S は整閉 (integrally closed)ではない．

Proof. たとえば，X,
?
2X P S であるから，

?
2 “

?
2X{X は S で有理数であるが，これは S の

分数体における S 係数モニック多項式 x2 ´ 2 “ 0の根であり，つまり S 上整である．しかし，明

らかに
?
2 R S であるから，S が整閉でないことが分かる．

例 1.31とは対照的に，有界存在量化帰納法 IE1 のモデルは必ず整閉整域の非負部になることが

知られている．したがって，S` は IE1 のモデルではない．しかし，IE1 くらいまで強い体系にな

ると，これまでのように容易くモデルを構成する，ということができなくなる．実は，IE1 にはテ

ネンバウムの定理 (Tennenbaum’s theorem)というものが成り立ってしまい，IE1 の計算可能な超

準モデルは存在しないのである．

以上のようにして，自然数をモデルとするような形式体系の階層が作られていく．その概要を表

1にまとめた．

豆知識. ここで挙げた体系以外でも，Z-環や IOpen の周辺のようなテネンバウムの定理の呪縛を受けない

弱い体系では，たとえばベズ―整域や GCD 整域といったような代数的な性質と絡み合ったモデル理論的研

究が行われている．また，I∆0 周辺は，限定算術 (bounded arithmetic)と呼ばれる，算術体系と計算量理論

(computational complexity theory)を結び付ける理論と関わりがある．IΣ1 と PAの中間の帰納法の階層構
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形式体系 可算モデル 証明できない性質の例

離散順序環の非負部 DOR` N, ZrXs`, QrXs`Z , S` など 任意の数が偶または奇

Z-環の非負部 ZR` N, QrXs`Z , S` など 全域的な除法の原理

開帰納法公理 IOpen N, S` など 整閉性，素数の無限性

∆0-帰納法公理 I∆0 Nなど 指数関数の全域性

Σ1-帰納法公理 IΣ1 Nなど アッカーマン関数の全域性

ペアノ算術 PA Nなど パリス・ハーリントンの定理

表 1 Nをモデルとする形式体系の階層

造は，証明論や計算可能性理論などの分野で深く研究されており，前者ではたとえば可証全域関数 (provably

total function) であるとか，後者では算術の超準モデル上の計算論と認容順序数 (admissible ordinal) 上の

計算論の類似であるとかいったものである．PAより強い体系は二階算術などといったものと絡むことが多い

が，その分析は証明論における不朽のテーマであり，数多の深遠な研究がなされている．

さて，これまでに，不足な公理を次々に追加していくことにより IOpenのような公理系を作り上

げてきたが，未だ証明不可能な自然数の性質は無数に残る．IΣ1 くらいになると幾分か状況はよく

なって，自然数について成り立つ閉論理式で，通常の数学的活動で取り扱うようなもののかなりの

部分は証明できるといっても過言ではないだろう．しかし，たとえ IΣ1 や PAのような公理系とい

えど，まだ自然数を完全には捉えきれていないであろうことは容易に想像が付く．たとえば，有限

ラムゼーの定理を技巧的に複雑化した主張であるパリス・ハーリントンの定理 (Paris-Harrington

theorem)というものは，Nで成立することが十分強い体系の下で証明できるが，PAでは証明でき

ない．実際，幾ら DOR` に公理を加えていったとしても，それが無矛盾であり，何を公理に加え

たかを有限的なアルゴリズムによって判定できる限り，自然数に関する真な式を全て証明するとい

うことは決してできない．これについては，第 3節で詳述する．

1.4 超準モデルの順序型

ここまでで，Nの持つ様々な性質を公理化し，その公理を満たすが，Nと非同型となるようなモ
デルを取り扱ってきた．それでは，そのような Nと非同型なモデルについて，何か共有する性質
はあるだろうか．離散順序環の非負部のことを思い出すと，ZrXs` では，Nの形の島の無限の彼
方に，Zの形の島が Nの形に並んだ列島 Z ¨ Nがあり，その更に無限の彼方には Z ¨ Z ¨ Nがある，
さらに無限の彼方には Z ¨ Z ¨ Z ¨Nがあって, . . . といったようなことが見て取れる．それでは，他

のモデルは，一体どのような形状をしているだろうか．

定理 1.32. 非自明な離散順序環の非負部の順序型は，最大元を持たない全順序 J が存在して，

N`Z ¨ J の形となる．N-半環の順序型は，最大・最小元を持たない稠密全順序 Qが存在して，
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N` Z ¨Qの形となる．
特に，Nと非同型な可算 N-半環の順序型は N` Z ¨Qである．

Proof. Mを非自明な離散順序環の非負部とする．MがNと同型ならば，N`Z ¨Hである．Mが

Nと非同型であると仮定する．定理 1.18より，NのMへの埋め込み像 NM “ tn : n P NuはM
の始切片だった．簡単のために，NMをNと略記する．以前と同様に，Mの元を標準整数差によっ

て同値分類する．つまり，各 x PMに対して，島 rxs “ ty PM : pDn P Nq x`n “ y _ y`n “ xu

を考える．また，rxs ă rysによって，任意の x1 P rxsと y1 P rysについて，x1 ă y1 となることを

意味する．超準元 a PMzNを取ると，そこから任意の標準自然数 n P Nに対して，a`nと a´n

が存在するので，rasの順序型は Zと等しい．また，a PMzNならば ras ă r2asなので，最上位の
島が存在しないことは容易に分かる．したがって，最大元を持たないある全順序 J に対して，M
の順序型は N` Z ¨ J となっている．
続いて，Mが N-半環であると仮定する．標準自然数たちが住む Nの島が最下位に位置するが，
その次の島は存在しない．なぜなら，N-半環であれば，任意の超準元 a PMzNに対し，a “ 2bま

たは a “ 2b` 1なる bが存在する．このとき，N ă rbs ă rasは容易に分かる．
稠密性を示すために，ras ă rbsなる a, b PMzNを取る．Mは N-半環であるから，a` b “ 2c

または a` b “ 2c` 1となるような c PMが存在する．このとき，ras ă rcs ă rbsであることが

確認できる．よって，島たちは稠密に存在する．

以上より，どんな N-半環も，ある最大及び最小元を持たない稠密全順序 Qに対して，N` Z ¨Q
の順序型を持つ．また，Mが可算の場合，Q ­“ Hならば，そのような全順序の性質の ℵ0-範疇性

から，Qは有理数の順序 Qと同型になる．よって，Nと非同型などんな可算 N-半環も，その順序
型は N` Z ¨Qであることが分かった．

注意. 2 つの構造が同型ならば，初等同値である．したがって，N では偽となる閉論理式（たとえば，素数
の有限性など）を 1 つでも満たす N-半環 R は，N と初等非同値になるので，非同型になる．したがって，
定理 1.32 より，そのような N-半環 R の順序型は，最大・最小元を持たない稠密全順序 Q に対して，必ず

N ` Z ¨ Qという形になっている．具体的には，例 1.23 の N-半環 QrXs`
Z や例 1.28 の IOpen のモデル S`

は Nと初等非同値で可算であるから，その順序型は N ` Z ¨ Qである．

しかし，最大・最小元を持たない稠密全順序ならどんなものでも良いかというと，そういうわけ

ではない．

命題 1.33. IOpenのモデルで，順序型が N` Z ¨ Rであるようなものは存在しない．

この主張を証明するためには少し準備が必要である．Mを離散順序環の非負部とする．このと

き，I ĎMがMのカット (cut)であるとは，a P I かつ b ă aならば b P I であり，a P I ならば

a` 1 P I であるもののことである．
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補題 1.34 (溢れ出し). M |ù IΓ かつ I ­“ M をM のカットとする．φpxq を Γ-論理式とする．

もし，任意の a P I で，M |ù φpaqが成立しているならば，ある c PMzI で，M |ù φpcqが成立

する．

Proof. 結論が偽であると仮定する．このとき，φpxq ô x P I であり，I はカットなので，0 P I か

つ @x px P I ñ x` 1 P Iqである．つまり，

φp0q ^ @x pφpxq Ñ φpx` 1qq

ここで φpxqは Γ-論理式なので，M |ù IΓを用いて @xφpxqを得る．これは I “ M を意味し，仮

定に矛盾する．

Proof (定理 1.33). M を IOpenのモデルで，順序型がN`Z ¨Rだったとする．このとき，適当に超
準元 a PMzNを取る．各 b PM について，a ¨ bは，ある xb P Rについて，xb 番目の Z-島におり，
b ă c P M ならば xb ă xc である．数列 pxnqnPN を考えると，任意の n P N と b P MzNについ
て xn ă xb が成立するので，pxnqnPN は有界な実数列である．Rの完備性より，上限 x “ supn xn

が存在する．x番目の Z-島の元 b P M を取る．φpnq ” an ă bの溢れ出しによって，ある超準元

c PMzNが存在して，任意の n P Nについて a ¨ n ă a ¨ pc´ 1q ă a ¨ c ă bとなるが，これは bの

性質に矛盾する．

2 原始再帰関数

ここまでに自然数の半環構造に注目してきた．これはすなわち，自然数の足し算および掛け算と

いう演算だけを取り扱うということである．しかし，このような基本的な演算から，原始再帰法

(primitive recursion)*4と呼ばれる操作によって，様々な自然数上の関数を構成できることを本節

では見ていこう．

このアイデアを説明するために，人類が「新しい演算」を創造していく過程をシミュレートしよ

う*5．まず，自然数 xが与えられたとき，「xの次」である数が何であるかを知っているとしよう．

すると，「xの次の次」や「xの次の次の次」などを考えることができる．しかし，いくつも「の次」

という文字を書くのは億劫なので，xの y 個次の数を x` y と書くことにしよう．こうして，人類

は，「足す」という演算を生み出した．

x` y “ xの次の次の次 . . . の次の次
loooooooooooooomoooooooooooooon

y 個

*4 Primitive recursion は伝統的には，原始再帰でなく原始帰納と訳されることがある．しかし，本講義ではそこま
で辿り着かないが，再帰理論やその周辺の理論では， inductive と recursive が全く別概念として登場し，たとえ
ば，「recursiveではないが inductiveであるような集合が存在する」「Π1

1-transfinite inductionは Π1
1-transfinite

recursion を導かない」というような定理が成立する．したがって，inductive と recursive には異なる訳語を割り
当てる必要があるが，ここでは inductiveを帰納と訳し，recursiveを再帰と訳す流儀を採用する．

*5 本稿の記述は現実の数学史に沿っているとは限らない．
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このように「足す」という演算を知った人類は，x` x` xや x` x` x` x` xのように xを何

度も足す，という演算が有用であることに次第に気づき始める．これを簡潔に表すために，人類は

「掛ける」という演算を次のように定義した．

x ¨ y “ x` x` ¨ ¨ ¨ ` x` x
looooooooooomooooooooooon

y 個

そして，「掛ける」という演算を知った人類は，x ¨ x ¨ xのように xを何度も掛ける，という演算

の有用性に気づく．そして「累乗」という演算を次のように定義した．

xy “ x ¨ x ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ x ¨ x
loooooooomoooooooon

y 個

すると，自然に xx
x

や xx
xx

のようなものを考える人も現れる．上方向にたくさん添字が付くの

は見づらいので，xy のことを今後は x Ò y と書くこととしよう．たとえば，xx
x

は x Ò px Ò xqで

あり，xx
xx

は x Ò px Ò px Ò xqqである．また，以下，括弧は省略し，これらの演算は右から順に

適用するものとする．さて，累乗でも飽き足らない一部の人類は，「テトレーション」という演算

を編み出した．
x ÒÒ y “ x Ò x Ò . . . Ò x Ò x

loooooooooomoooooooooon

y 個

飽くなき人類は，更なる演算「ペンテーション」を定義する．

x ÒÒÒ y “ x ÒÒ x ÒÒ . . . ÒÒ x ÒÒ x
looooooooooooomooooooooooooon

y 個

より一般に，クヌースの矢印記法というものは以下によって定義される．

x Òn`1 y “ x Òn x Òn . . . Òn x Òn x
looooooooooooomooooooooooooon

y 個

更なる高みを目指す人類の一部は，矢印記法を越えて続く演算を生み出している*6が，キリがな

いので，本講義で触れるのはここまでとしよう．

このような再帰的な関数構成を数学的に抽象化したものが，原始再帰法と呼ばれる概念である．

2.1 原始再帰法

さて，ここまで，何かの演算 x ˛ y を元に，人類が新たな演算 x ‹ y を創造する過程を見てきた．

これらの過程が共有するものとは何であろうか．それは以下の性質である．

x ‹ y “ x ˛ x ˛ ¨ ¨ ¨ ˛ x ˛ x
looooooooomooooooooon

y 個

*6 たとえば，コンウェイのチェーン記法と呼ばれるものがある．

x Ñ y Ñ z “ x Òz y.

チェーンはより長く伸びてゆき，更なる演算が定義される．しかし，ここまでゆくと，既に原始再帰の枠組みを越え
てしまう．たとえば，x ÞÑ x Òx x の増大速度は原始再帰でない関数として有名なアッカーマン関数 (Ackermann

function)のそれとおおよそ同程度である．
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実際に，この値 x ‹ y を計算する場合には，x ‹ 2 “ x ˛ xを求め，x ‹ 3 “ x ˛ x ˛ x “ x ˛ px ‹ 2q

を求め，x ‹ 4 “ x ˛x ˛x ˛x “ x ˛ px ‹ 3qを求め，. . . という手続きを行うこととなるだろう．たと

えば，掛け算以降の演算の定義を少し書き直せば，次のようにして定義されていることがわかる．
#

x ‹ 1 “ x,

x ‹ py ` 1q “ x ˛ px ‹ yq.

上の定義では曖昧であるが，x ‹ 0の場合も定義しておくのが自然である．たとえば，x ¨ 0 “ 0

であるし，x Ò 0 “ x0 “ 1である．

問題 2.1. 以下のようにして，x Òn`1 y を定義する．
#

x Òn`1 0 “ 1,

x Òn`1 py ` 1q “ x Òn px Òn`1 yq.

このとき，x Òn`1 1 “ xであることを示せ．

さて，ここまでは演算の形式で書いてきたが，これらを関数として見直すこととする．つまり，

今までのことを，関数 hpx, yq “ x ˛ y から新たな関数 fpx, yq “ x ‹ y を創造する過程を考えてき

たものとしよう．また，gpxq “ x ‹ 0は与えられているものとする．これまでの内容を言い直せば，

g と hからの新たな関数 f は以下のように生み出された．
#

fpx, 0q “ gpxq,

fpx, y ` 1q “ hpx, fpx, yqq.

それでは，原始再帰法の厳密な定義に入ろう．上では，f は 2変数関数であったが，より多変数

であってよい．

定義 2.2 (原始再帰法). 関数 g : Nn Ñ Nと h : Nn`2 Ñ Nが与えられているとする．さらに，
f : Nn`1 Ñ Nが，次のように定義されるとしよう: 任意の x̄ P Nn と y P Nについて，

#

fpx̄, 0q “ gpx̄q,

fpx̄, y ` 1q “ hpx̄, y, fpx̄, yqq.

このとき，f は g と hから原始再帰法 (primitive recursion)によって定義されるという．

それでは，原始再帰関数の概念を導入しよう．

定義 2.3 (原始再帰関数). 以下のように，原始再帰関数 (primitive recursive function) を帰納

的に定義する．

1. 以下によって定義される後続関数 succ : N Ñ N, 零関数 zeron : Nn Ñ Nおよび射影関数
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projni : Nn Ñ Nは原始再帰関数である．

succpxq “ x` 1, zeronpx1, . . . , xnq “ 0, projni px1, . . . , xnq “ xi.

2. 原始再帰関数たちの合成は原始再帰関数である．つまり，h : Nm Ñ N と g1, . . . , gm :

Nn Ñ Nが原始再帰的ならば，以下のように定義される関数 f : Nn Ñ Nもまた原始再帰
的である．

fpx̄q “ hpg1px̄q, . . . , gmpx̄qq.

3. 原始再帰関数 g, hから原始再帰法によって定義される関数は原始再帰的である．

例 2.4. 和 px, yq ÞÑ x` y, 積 px, yq ÞÑ x ¨ y, 冪乗 px, yq ÞÑ xy, 第 n矢印演算 px, yq ÞÑ x Òn y は

いずれも原始再帰的関数である．

例 2.5. ここでは自然数上の関数を考えるので，引き算は一般には定義されないが，部分的引き算

x´ y “ maxt0, x´ yuを考えることはできる．これが原始再帰的であることを示そう．まず，「入

力が正の数であれば，値を 1減らす」という演算 predが原始再帰的であることを確認する．これ

は，g “ zero0 と h “ proj21 から原始再帰法によって定義される関数を考えればよい．

#

predp0q “ zero0 “ 0,

predpy ` 1q “ proj21py, predpyqq “ y.

このとき，部分的引き算 fpx, yq “ x ´ y “ maxt0, x´ yuは，g “ proj11 と h “ pred ˝ proj33 か

ら原始再帰法によって定義される．
#

x´ 0 “ proj11pxq “ x,

x´ py ` 1q “ predpproj33px, y, x´ yq “ predpx´ yq.

例 2.6. 典型的な原始再帰関数として，総和と総乗がある．

f0px̄, yq “
y´1
ÿ

i“0

ppx̄, iq, f1px̄, yq “
y´1
ź

i“0

ppx̄, iq.

ここで，p : Nn`1 Ñ N は与えられた原始再帰関数とする．このとき，f0 は g0 “ zeron と

h0px̄, y, zq “ z ` ppx̄, yqから原始再帰法によって定義される．

#

f0px̄, 0q “ zeronpx̄q “ 0,

f0px̄, y ` 1q “ f0px̄, yq ` ppx̄, yq.

同様に，f1 は g1 “ succ ˝ zeron と h1px̄, y, zq “ z ¨ ppx̄, yqから原始再帰法によって定義される．

#

f1px̄, 0q “ succpzeronpx̄qq “ 1,

f1px̄, y ` 1q “ f0px̄, yq ¨ ppx̄, yq.
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さて，新しい原始再帰関数を作るために，場合分けを自由に使用してよいことを示しておくと便

利である．

命題 2.7 (原始再帰的場合分け). g, h, p : Nn Ñ Nを原始再帰関数とする．このとき，次によっ
て定義される f : Nn Ñ Nは原始再帰的である．

fpx̄q “

#

gpx̄q if ppx̄q “ 0,

hpx̄q if ppx̄q ą 0.

Proof. まず，sgn : NÑ Nを zero0 と succ ˝ zero2 から原始再帰法よって定義される関数とする．
#

sgnp0q “ zero0 “ 0,

sgnpy ` 1q “ succpzero2py, sgnpyqqq “ 1.

つまり，sgnは入力値が 0であれば 0を出力し，入力値が 0以外であれば 1を出力する．このと

き，f は次のような合成によって定義する．

fpx̄q “ gpx̄q ¨ p1 ´ sgnpppx̄qqq ` hpx̄q ¨ sgnpppx̄qq.

これが求める関数であることを確認しよう．もし ppx̄q “ 0 であれば，sgnpppx̄qq “ 0 かつ

1 ´ sgnpppx̄qq “ 1であるから，

fpx̄q “ gpx̄q ¨ 1` hpx̄q ¨ 0 “ gpx̄q

である．もし ppx̄q ą 0であれば，sgnpppx̄qq “ 1かつ 1 ´ sgnpppx̄qq “ 0であるから，

fpx̄q “ gpx̄q ¨ 0` hpx̄q ¨ 1 “ hpx̄q

である．よって f が求める関数であることが分かった．また，f は原始再帰関数 `, ¨, ´, sgn, g,

h, pから合成によって作られているので，原始再帰的である．

2.2 算術的定義可能性

集合 P Ď Nn が原始再帰的であるとは，その特性関数

χP px̄q “

#

1 if x̄ P P,

0 if x̄ R P

が原始再帰的であることを意味する．しばしば，集合のことを述語 (predicate)と同一視し，x̄ P P

のとき P px̄qと書き，x̄ R P のとき ␣P px̄qと書く．
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例 2.8. 述語 x ă y は原始再帰的である．つまり，次の関数は原始再帰的である．

χăpx, yq “

#

1 if x ă y,

0 otherwise.

これはなぜなら，χă は次の原始再帰的場合分け (命題 2.7)によって定義できるからである．

χăpx, yq “

#

1 if y ´ x ą 0,

0 if y ´ x “ 0.

一般に，どのような述語が原始再帰的かを確かめるために，N上の算術的複雑性の概念を思い出
そう．再び言語 Larith “ t`, ¨,ď, 0, 1uを考える．非有界量化を用いずに構成される論理式を∆0 論

理式と呼んだ．また，ある ∆0 論理式 θに対して Dxθ の形で書ける論理式を Σ1 論理式と呼んだ．

定義 2.9. 論理式 φが N上 Γとは，ある Γ論理式 ψ が存在して，N |ù φØ ψ が成立することを

意味する．また，N上 Σ1 かつ Π1 であるような論理式を，N上 ∆1 であると言う．集合 P Ď Nn

が Γであるとは，ある Γ論理式 φが存在して，P “ tx̄ P Nn : N |ù φpx̄quとなることである．

補題 2.10. 論理式 φ,ψ が N上 Σ1 ならば，以下のいずれも N上 Σ1 である．

φ^ ψ, φ_ ψ, pDa ď uqφ, p@a ď uqφ.

Proof. たとえば，p@a ă uqpDbqθは，pDvqp@a ă uqpDb ă vqθ と同値である．

定理 2.11. 任意の ∆0 集合 P Ď Nn は原始再帰的である．

Proof. まず，もし P,Qが原始再帰的述語であれば，␣P, P ^Q,P _Q,P Ñ Qも原始再帰的で

あることを確認する．これについては，χ␣P “ 1 ´ χP かつ χP^Q “ χP ¨ χQ である．残りは，

P _Qと ␣p␣P ^␣Qqが同値であることと P Ñ Qと ␣P _Qが同値であることを用いればよ

い．続いて，有界量化が原始再帰性を保つことを示す．つまり，もし R が原始再帰的述語であれ

ば，以下の述語も原始再帰的である．

P px̄, yq ðñ pDz ď yq Rpx̄, zq,

Qpx̄, yq ðñ p@z ď yq Rpx̄, zq.

これについては，χQpx̄, yq “
ś

zăy χRpx̄, zqであるから，例 2.6より，原始再帰性が分かる．P

については，␣p@z ď yq␣Rと同値であることを用いればよい．

2.3 原始再帰法の算術化

原始再帰関数の算術的複雑性を確認しよう．この節では，次を証明することを目標とする．
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定理 2.12. 原始再帰関数のグラフは Nで Σ1-定義可能である．

これから行うことは，算術の言語での原始再帰関数のコーディングであり，そのためには数列の

コーディングが必要になる．自然数の有限列を一つの自然数でエンコードすることを考えよう．た

とえば，x3, 10, 6, 4yという数列が与えられているとする．エンコードの方法は幾らでも思いつく

であろう．たとえば，これらの数をまず二進表記に直すと x11, 1010, 110, 100yとなる．カンマを 2

に置き換えた数列 112101021102100を三進表記された一つの自然数だと考え，これを元の数列の

コードであると考えよう．つまり，

codeapx3, 10, 6, 4yq “ p112101021102100q3.

数列の別のコード方法としては，次のようなものもある．

codebpx3, 10, 6, 4yq “ p31 ¨ p
10
2 ¨ p63 ¨ p

4
4.

ここで，pn は n番目の素数である．後者のコード方法は若干，効率が悪い．実際，限定算術など

の文脈では codeb のような非効率的なコーディングは利用できず，まずは codea の類によって基本

的なコーディングが行われる．

さて，これらのコーディングで問題となるのは，どのように元の数列を復元するか，という点

である．復元は算術の言語を用いて実行されなければならない．注意すべきことは，算術の言語

Larith が和，積，順序および 0, 1からなるものであって，指数などは記号としては含まれていない

点である．例として，数列 px1, x2, . . . , xℓqのコード cが与えられていたとしよう．この cから xn

を復元したい，という状況を考える．codeb でコード化していた場合，xn とは「pyn が cを割り切

るような最大の y」である．これを求める素朴な方法では，pyn について知る必要がある．codea は

幾分かマトモそうに見えるが，やはりどのように和，積，順序のみでデコードするかは明白ではな

い*7．

ここでコーディングに求めたいものは，

「cがコードしている列の n番目の値が aである」という式が ∆0 論理式で記述できる

という性質である．ただし，デコードの容易さだけを問題にするので，コード化の難しさについて

は，ここでは気にしないこととする．まず，対のコーディングを与えよう．

命題 2.13 (カントール). 次のような全単射 pair : N2 Ñ N と ∆0 論理式 pr が存在する．

π0, π1 : NÑ Nを π0ppairpx, yqq “ xおよび π1ppairpx, yqq “ y なる唯一の関数としたとき，

prpn, a, bq ðñ πnpaq “ b.

*7 どちらのコード化についても原始再帰的な方法でコード・デコードできることを確認するのは難しくない．しかし，
本節の目的は，原始再帰をアプリオリには持たない算術の言語で原始再帰を記述することであるから，その準備とな
るコード・デコードの部分で原始再帰を用いるわけにはいかない．
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Proof. たとえば，対 px, yq P N2 を x` y の値が小さいものから順に並べていく．また，x` y “ ℓ

なる対 px, yqは

pℓ, 0q, pℓ´ 1, 1q, pℓ´ 2, 2q, . . . , p2, ℓ´ 2q, p1, ℓ´ 1q, p0, ℓq

という順に並べていこう．x ` y “ ℓとなる対 px, yq P N2 は ℓ種類しか存在しないから，たとえ

ば，pℓ, 0qには番号
řℓ

k“0 k が割り当てられることが分かる．より一般に，対 px, yqが配置される

番号は以下となる．

pairpx, yq “

˜

x`y
ÿ

k“0

k

¸

` y “
1

2
px` yqpx` y ` 1q ` y.

このとき，prp0, a, bq は pDc ď aq a “ pairpb, cq によって与えられるが，これは明らかに ∆0 であ

る．

以後は，xx, yyによって，命題 2.13による対のコーディング pairpx, yqを表す．それでは，任意

有限長さの自然数列のコーディングを始めよう．以下，N˚ を自然数の有限列全体の集合を表すも
のとし，Něn Ď N˚ を長さ n以上の有限列全体の集合を表すものとする．

定理 2.14 (ゲーデル). 次のような単射 code : N˚ Ñ N と ∆0 論理式 decode が存在する．

πn : Něn Ñ Nを n ď ℓならば πnpcodepx0, . . . , xℓqq “ xn なる関数とすると，任意の a P Něn

について，
decodepn, a, bq ðñ πnpaq “ b.

Proof. まずは，有限集合のコーディングを行う．このために，階乗 x!は以下の性質を持つことを

確認しよう．

補題 2.15. 以下の相異なる 2元は互いに素である．

m!` 1, m! ¨ 2` 1, m! ¨ 3` 1, m! ¨ 4` 1, . . . , m! ¨ pm` 1q ` 1.

Proof. まず，a ă bであり，aと bが共に v で割り切れるならば，b´ aも v で割り切れることに

注意する．これはなぜなら，ある c, dが存在して a “ cv かつ b “ dv なので，b´ a “ pd´ cqv で

あるからである．それでは，0 ă i ă j ď m ` 1とする．m! ¨ i ` 1と m! ¨ j ` 1を共に割り切る

素数 uが存在しないことを示せばよい．uをそのような素数とすると，上の議論から，m! ¨ pj ´ iq

は u で割り切れる．u は素数であるから，m! または j ´ i のどちらか一方を割り切る．しかし，

j ´ i ă j ď m` 1なので，m!は j ´ iで割り切れる．よって，どちらにせよ uはm!を割り切る

から，特にm! ¨ iを割り切る．しががって，m! ¨ i` 1´m! ¨ i “ 1を割り切る．これより，uは 1

より大きい数では有り得ない．
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有限集合 D Ď Nとその上界 m ě maxD が与えられているとしよう．この有限集合 D を次の

自然数によってコードする．

codepDq “
ź

nPD

pm! ¨ pn` 1q ` 1q.

このとき，補題 2.15と，a, b, cが互いに素ならば aと bcも互いに素であることを用いると，次

のことが分かる．

n P D ðñ codepDqはm! ¨ pn` 1q ` 1で割り切れる．

したがって，Dに対して，2つの数 y “ codepDqと z “ m!を知っていれば，

n P D ðñ pDu ď yq ry “ pzpn` 1q ` 1q ¨ us.

として書けるので，つまり，Dは自然数の対 xy, zyという “コード”から∆0 な方法で復元される．

これが ∆0-デコード可能なコーディングの 1つである．以後，以下の記法を用いよう．

n ϵ xy, zy ðñ pDu ď yq ry “ pzpn` 1q ` 1q ¨ us.

有限列 σ P N˚ については，そのグラフをコードする．一般に，次を満たす自然数の対のコード
xy, zyが，有限列 σ P N˚ のコードであると考えよう：任意の n ă |σ|について，

σpnq “ k ðñ xn, ky ϵ xy, zy ^ p@ℓ ă kq ␣xn, ℓy ϵ xy, zy.

したがって，以下，次の記法を用いる．

decodepn, x, kq ðñ xn, ky ϵ x ^ p@ℓ ă kq ␣xn, ℓy ϵ x.

これが ∆0 であり，求める性質を持つことは明らかであろう．

以後，decodepn, x, kqという論理式を pxqn “ k と表す．これは，自然数 xがコードしている列

paiqiăℓ の n番目の要素 an の値が k であることを意味している．さて，これで原始再帰関数を算

術的に記述するための準備は整った．

Proof (定理 2.12). 初期関数 succ, zeron, projni のグラフが ∆0-定義可能であることは自明である．

次に，関数合成が Σ1-定義可能性を保つことを示す．つまり，g1, . . . , gm : Nn Ñ Nと h : Nm Ñ N
のグラフが Σ1-定義可能であることを仮定し，fpx̄q “ hpg1px̄q, . . . , gmpx̄qqのグラフも Σ1-定義可

能であることを確認する．これについては，fpx̄q “ y が次と同値である．

pDu1, . . . , umq

«

m
ľ

i“1

pgipx̄q “ uiq ^ hpu1, . . . , umq “ y

ff

.

補題 2.10 より，上の論理式は Σ1 である．続いて，原始再帰法が Σ1-定義可能性を保つことを示

す．このために，g : Nn Ñ N と h : Nn`2 Ñ N のグラフが Σ1-定義可能であることを仮定し，

f : Nn`1 Ñ Nが以下の原始再帰法によって定義されているとする．
#

fpx̄, 0q “ gpx̄q,

fpx̄, y ` 1q “ hpx̄, y, fpx̄, yqq.
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このとき，fpx̄, yq “ z は以下の式と同値である．

pDuq rgpx̄q “ puq0 ^ puqy “ z ^ p@t ă yq hpx̄, t, puqtq “ puqt`1s .

これをもう少し丁寧に書けば，

pDu, vq
“

gpx̄q “ v ^ puq0 “ v ^ puqy “ z

^ p@t ă yqpDr, sq rpuqt “ r ^ puqt`1 “ s ^ hpx̄, t, rq “ ss
‰

であるから，補題 2.10より，これは Σ1 である．

豆知識. 原始再帰関数の定義に µ-再帰 (µ-recursion) というものを加えることによって，部分再帰関数

(partial recursive function) の概念を定義することができる．部分再帰関数は（チューリング完全な）プロ

グラミング言語を用いて計算可能な関数と正確に一致する，というものが計算可能性理論における基本定理の

1つである．

定理 2.12について，より一般に，任意の部分再帰関数のグラフは Nで Σ1-定義可能であることが知られて

いる．逆に，部分関数のグラフが Nで Σ1-定義可能ならば，それは部分再帰関数であることも分かる．

つまり，グラフが N で Σ1-定義可能な部分関数と，何らかのプログラミング言語を用いて計算可能な部分

関数は正確に一致する．

3 ゲーデルの不完全性定理

3.1 算術の真理の公理化

第 1 節で，自然数に関して正しいと思われる性質の一部を抽出して，様々な算術の体系を取り

扱ってきた．しかし，いずれの体系も，自然数に関する正しい式を全て証明できる，というわけで

はなかった．それでは，自然数に関する正しい式を全て証明できるような無矛盾な公理体系は存在

するだろうか．この意味を明確にするために，以下の概念を導入しよう．

定義 3.1. 言語 Lの構造 Aが与えられているとする．このとき，Aの完全理論 (complete theory)

とは，Aで成立する L-閉論理式全体の集合を意味し，ThpAqと書く．

まず，理論とはあくまで閉論理式の集合であったから，数学上では，ThpNqは理論である．定義
から，任意の算術的な閉論理式 φに対して，

N |ù φ ðñ ThpNq $ φ

である．もちろん，スコーレムの定理より，ThpNqは Nと非同型な可算モデルを持つから，ThpNq
がモデル理論的に Nを特徴づけるものではないが，とにかく ThpNqが自然数に関する正しい式を
全て証明できる，ということに間違いはないだろう．しかし，ThpNqの公理とは，Nに関する真な
文そのもののことであり，一体，何が ThpNqの公理なのか，そう簡単に知る術は無さそうである．
ThpNqのような超越的な理論を算術の公理体系と認めてよいだろうか．
これに対するひとつの解答としては，何が公理で何が公理でないのか，有限のアルゴリズムで判

定する方法がある公理系だけに限定して考えよう，というものである．これが再帰的公理化可能性
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のアイデアである．算術の言語 Larith は有限個の記号からなる有限言語である．一般に，Lが可算
言語であれば，L-論理式は可算個しか存在しないので，L-論理式 φと自然数 rφs P Nを一対一に
対応付けることができる．このように，文字列を数でコードするという手法については，現代社会

に生きる読者には慣れ親しんだものであろうし，具体的な方法も簡単に思いつくと思う．アルゴリ

ズム的判定の概念を導入するのは計算論が必要であるが，実は，再帰的公理化可能性と原始再帰的

公理化可能性は同値になることは，クレイグのトリック (Craig’s trick)としてよく知られているの

で，最初から以下のように定義してしまおう．

定義 3.2. 言語 Lの理論 T の公理化 (axiomatization)とは，L-閉論理式の集合 S であって，任意

の L-閉論理式 φに対して，以下が成立することである．

T $ φ ðñ S $ φ.

理論 T が再帰的公理化可能 (recursively axiomatizable) とは，原始再帰的公理化をもつことで

ある．つまり，ある原始再帰的集合 S Ď Nが存在して，tφ : rφs P Suが T の公理化となっている．

これが何が公理で何が公理でないかのアルゴリズム的判定可能性を数学的に形式化したものであ

る．これくらいの条件を算術体系に要求することは妥当であろう．さて，我々は自然数に関する正

しい式を全て証明できる無矛盾な再帰的公理化可能理論を求めていた．これは，次の問い掛けと同

値である．
Nの完全理論 ThpNqは再帰的公理化可能か？

この分析のために，再帰的公理化可能理論における証明可能性の算術的複雑性の分析を始め

よう．

定理 3.3. T を再帰的公理化可能理論とする．このとき，次を満たす Σ1 論理式 ProvableT が存

在する．
T $ φ ðñ N |ù ProvableT prφsq.

言い換えれば，以下の集合は N上 Σ1 である．

ThpT q “ trφs P N : T $ φu

Proof. この証明を一言で述べるならば，一階述語論理における「証明」というものが原始再帰法

によって定義されていた，という点に尽きる．証明図とは，シーケントの有限列 S0, S1, . . . , Sn が

ツリー状に配置されているものであった．個々のシーケント S は論理式の列であるから，自然数

rSs P Nでコードできる．有限列のコード c P Nが与えられれば，シーケントの列 pSc
0, S

c
1, . . . , S

c
nq

を復元できる．また，cの長さを求める関数 lhpcqは原始再帰的である．cがコードしている最後の

シーケントは，Sc
lhpcq´1 として書ける．以下，c

´ を cから最後の値を取り除いたものとする．つ

まり，c´ は pSc
0, S

c
1, . . . , S

c
lhpcq´2qをコードする．
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それでは，「c が理論 T でシーケント S を導く証明図をコードしている」ことを表す述語

ProofT pc, rSsqが原始再帰的であることを示そう．ProofT pc, rSsq “ 1であるとは，次のいずれか

の条件を満たすものである．

1. S が T の公理であり，Sc
lhpcq´1 “ S である．

2. c´ の部分列 d0, . . . , dk が Sc
j0
, . . . Sc

jk
を導く証明図をコードしており，

Sc
j0
, . . . , Sc

jk

Sc
lhpcq´1

が上式から下式を導く推論規則であって，Sc
lhpcq´1 “ S である．

第 1 の条件の原始再帰性は，再帰的公理化可能性より明らかである．第 2 の条件は，

ProofT pdi, S
c
ji
q “ 1 を知る必要があるが，di ď c´ ă c であるから，典型的な原始再帰法によっ

て，第 2の条件を満たすかどうかを判定する原始再帰関数を定義できる．したがって，補題 2.10

より，述語 ProofT pc, rSsqが原始再帰的であることが分かる．T で φが証明可能ということは，T

におけるシーケントñ φの証明図が存在する，ということであるから，

rφs P ThpT q ðñ pDc P Nq ProofT pc, rñ φsq “ 1

と表すことができる．補題 2.12より，原始再帰関数のグラフは Σ1 であるから，ThpT qは Σ1 で

あることが従う．

豆知識. 定理 3.3から我々が学べることは，自然数に関する非有界全称量化 @を用いずに ThpT qを記述でき

る，ということである．一方，算術の論理式というものは，非有界存在量化と非有界全称量化を自在に用い

てよい．算術の論理式における非有界量化記号の使用回数によって，以下のような算術的階層 (arithmetical

hierarchy)というものが定義される．

∆0 Ĺ Σ1 Ĺ Σ2 Ĺ Σ3 Ĺ Σ4 Ĺ . . .

計算可能性理論を学んだ人であれば，ThpNq が有限の n について Σn の範囲に収まるわけはないことは

知っている．これは，数学基礎論の文脈では，タルスキの真理定義不可能性定理 (Tarski’s undefinability

theorem)として知られている．よって，定理 3.3を用いれば，どんな再帰的公理化可能理論 T についても，

ThpNq ­“ ThpT qとなることは自明に分かるだろう．つまり，ThpNqは再帰的公理化不可能である．

算術の完全理論 ThpNqの再帰的公理化不可能性を不完全性定理と呼ぶ人もいるが，この形の極めて弱い不

完全性定理については，計算可能性理論における最も初歩的な定理の 1つと言ってよいだろう．しかし，実際

のゲーデルの不完全性定理はもう少し強い主張であるから，詳細は次以降の節で説明する．

3.2 停止問題を用いる証明

算術の完全理論 ThpNqが再帰的公理化不可能ということは，Nをモデルに持つような再帰的公
理化可能理論 T は不完全である，つまり T & φかつ T & ␣φなる閉論理式 φが存在する，とい

うことに他ならない．ここでは，理論が Nをモデルに持つ，ということを少し弱めた概念を導入
しよう．
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定義 3.4. 理論 T が ω-無矛盾 (ω-consistent)とは，どんな論理式 φについても，以下が成立する

ことである．
T $ φpnq for all n P N ùñ T & Dx␣φpxq.

理論 T が Σ1-健全 (Σ1-sound) または 1-無矛盾 (1-consistent) とは，どんな Σ1-閉論理式 φ につ

いても，以下が成立することである．

T $ φ ùñ N |ù φ.

上の性質が全ての算術的閉論理式 φについて成立するとき，理論 T が算術的健全 (arithmetically

sound)であると言う．つまり，T が算術的健全とは，T Ď ThpNqとなることである．

命題 3.5. T が離散順序環の非負部の公理 DOR` を含む理論であれば，次の関係が成立する．

N |ù T ùñ T は ω-無矛盾 ùñ T は Σ1-健全 ùñ T は無矛盾.

Proof. Σ1-健全性が無矛盾性を導くことは，容易に分かる．念のために説明すると，矛盾した理論

は任意の閉論理式を証明するので，特に Σ1-閉論理式 φについても，φ^␣φを証明する．よって，

Σ1-健全性より N |ù φ^␣φとなるが，構造における否定の真偽の定義より，これは有り得ない．

続いて，T が ω-無矛盾であると仮定する．Σ1-健全性を示すために，Σ1-論理式 Dxψpxqに対し

て，T $ Dxψpxq を仮定する．T の ω-無矛盾性より，T & ␣ψpnq なる n P N が存在する．もし
N ­|ù Dxψpxqならば N |ù @x␣ψpxqであるから，N |ù ␣ψpnqが任意の n P Nについて成立する．
定理 1.17より，DOR` は Σ1-完全であるから，任意の n P Nについて T $ ␣ψpnqである．よっ

て，ω-無矛盾性より，T $ @x␣φpxqである．

T が ω-矛盾していると仮定する．このとき，ある論理式 φが存在して，全ての n P Nについて
T $ φpnq が成立するが，T $ Dx␣φpxq となる．もし，全ての n P N について N |ù φpnq なら

ば，N |ù @xφpxqであるから，ある n P Nについて，φpnq P ThpT qzThpNqであるか，さもなくば
Dx␣φpxq P ThpT qzThpNqである．つまり，ThpT q Ę ThpNqを得る．よって N ­|ù T である．

ω-無矛盾性と無矛盾性に一体どんな違いがあるのか，と思う人もいるだろうから，ω-矛盾するが

無矛盾な理論の簡単な例を挙げよう．

例 3.6. ZrXs` の完全理論 ThpZrXs`qは Σ1-健全ではない．よって，ThpZrXs`qは ω-矛盾して

いる．

Proof. 命題 1.11より，ZrXs` には偶数でも奇数でもない元が存在した．つまり，次の閉論理式を
考える．

φ ” pDxqp@y ă xq rx ­“ 2y ^ x ­“ 2y ` 1s.

これは明らかに Σ1 論理式である．一方，ZrXs` |ù φであるから，ThpZrXs`q $ φであるが，他

方，N |ù ␣φである．
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実際，算術的健全だが ω-矛盾する理論を容易に構成できる．まず，算術的健全性については，次

が成立する．

N |ù T ùñ T は算術的健全 ùñ T は Σ1-健全 ùñ T は無矛盾.

例 3.7. T の言語が算術的言語より大きい場合，T の算術的健全性は一般には N |ù T であること

を導かない．たとえば，新しい定数記号 cを加えて，T “ ThpNq Y tc ą n : n P Nuを考えると，
T は算術的健全だが，N ­|ù T である．実際，T は ω-矛盾している．

ゲーデルのオリジナルの第一不完全性定理は，十分強い算術体系（たとえば離散順序環の非負部

の公理 DOR` など）を含む ω-無矛盾な理論は不完全である，というものである．

定義 3.8. 言語 Lの理論 T が不完全 (incomplete)であるとは，T では証明も反証もできない論理

式が存在することを意味する．つまり，ある L-論理式 φが存在して，次が成り立つことである．

T & φ ^ T & ␣φ.

定理 3.9 (ゲーデルの第一不完全性定理). 離散順序環の非負部の公理 DOR` を含む Σ1-健全

な再帰的公理化可能理論は不完全である

計算論を知っている人にとっては，この証明は容易である．本節では，計算論を使った証明の概

略を与えよう．しかし，現代的には，ゲーデル-ロッサ―の不完全性定理と呼ばれるもう少し強い形

の主張が成り立つことが知られている．そちらについては，次節で計算論の知識を仮定しない証明

を与えるので，計算論を学んだことのない読者は，本節を飛ばして次節に進むとよい．本節で要求

する計算論の知識は，計算可能性理論における（歴史上においても，現代の教育課程においても）

“最初の定理”である．

事実 3.10 (チューリングの定理). 次のような集合K Ď Nが存在する．K は N上 Σ1 だが，その

補集合 NzK は N上 Σ1 ではない．

Proof. 以下の停止問題 (halting problem)と呼ばれる集合K を考える．

K “ te P N : e番目のチューリング機械に 0を入力したとき，

計算が有限時間で停止するu.

このK が求める性質を持つことはよく知られている．

それでは，ゲーデルの第一不完全性定理の証明を与えよう．

定理 3.9の証明. K を事実 3.10で得た集合とすると，K は Σ1 なので，ある Σ1 論理式 φが存在

して，n P K と N |ù φpnqが同値になる．T は DOR` を含むので，定理 1.17より Σ1-完全である

から，T $ φpnqを得る．一方，T の Σ1-健全性より，もし T $ φpnqならば，N |ù φpnqであるか
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ら，n P K を得る．つまり，n P K と T $ φpnqは同値となる．一方，もし T が完全ならば，特

に，任意の n P Nについて T $ φpnqまたは T $ ␣φpnqが成立するから，以下を得る．

n P NzK ðñ T & φpnq ðñ T $ ␣φpnq.

つまり，n P NzK であることは r␣φpnqs P ThpT qである．n ÞÑ r␣φpnqsは原始再帰的であり，

定理 3.3より ThpT qは Σ1 であるから，この条件は Σ1 である．これは NzK が N上 Σ1 であるこ

とを導くため，事実 3.10に反する．

ちなみに弱い形のゲーデルの不完全性定理では，たとえば，ZrXs` の完全理論 ThpZrXs`qが再
帰的公理化可能かどうかについては何も導かない．

3.3 表現可能性と対角化による証明

それでは，計算論の予備知識を前提としない，ゲーデル-ロッサーの不完全性定理の証明を始め

よう．

定義 3.11. 関数 f : Nn Ñ Nが理論 T で Σ1-表現可能 (Σ1-representable)であるとは，ある Σ1-

論理式 φが存在して，任意の x̄ P Nn および y P Nについて，次を満たすことを意味する．

fpx̄q “ y ùñ T $ φpx̄, yq ^ p@z ­“ yq ␣φpx̄, zq

補題 3.12. 任意の原始再帰関数は離散順序環の非負部の公理 DOR` で Σ1-表現可能である．

Proof. 原始再帰関数 f : Nn Ñ Nが与えられているとする．補題 2.12より，f のグラフは Σ1-論

理式で与えられる．つまり，ある ∆0 論理式 θf が存在して，

fpx̄q “ y ðñ pDzq θf px̄, y, zq.

このとき，θmin
f px̄, y, zqを θf px̄, y, zqを満たすもののうち，xy, zyが最小であるものとする．より

正確には，

θmin
f px̄, y, zq ðñ θf px̄, y, zq ^ p@u, vq rxu, vy ă xy, zy ùñ ␣θf px̄, u, vqs

これは明らかに∆0 である．任意の x̄に対して，θmin
f px̄, y, zqを満たす対 xy, zyは高々 1つである

ことが DOR` で証明できる：

DOR` $ p@x, y, y1, z, z1q rrxy, zy ­“ xy1, z1y ^ θmin
f px̄, y, zqs ùñ ␣θmin

f px̄, y, zqs.

それでは，f が Σ1-論理式 ψpx̄, yq ” Dzθmin
f px̄, y, zq によって表現されることを示す．まず，

fpx̄q “ y とすると，y は N |ù Dzθf px̄, y, zqを満たす唯一の y であるから，Dzθf px̄, yqを満たす最

小の z について，θmin
f px̄, y, zqが成立し，つまり N |ù ψpx̄, yqである．よって，DOR` の Σ1-完全

性より，DOR` $ ψpx̄, yqが示される．
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続いて，fpx̄q ­“ yとする．このとき，ある y1 ­“ yが存在して，fpx̄q “ y1 となるから，上と同様

にして，ある z1 P Nについて DOR` $ θmin
f px̄, y1, z1qを得る．y ­“ y1 であることから，任意の z

について xy, zy ­“ xy1, z1yであることが DOR` で証明できるので，上で述べた θmin
f を満たす対の

唯一性より，DOR` $ p@zq ␣θmin
f px̄, y, zqが得られる．つまり，DOR` $ ␣ψpx̄, yqである．

豆知識. 補題 3.12の証明は，Σ1-グラフを持つ任意の全域関数は DOR` で Σ1-表現可能であることを示して

いる．したがって，実際には，任意の全域再帰関数は DOR` で Σ1-表現可能である．

豆知識. 補題 3.12の証明に多少の修正を施すことによって，IΣ1 において任意の原始再帰関数が可証全域再

帰的（第 4.1節を参照）であることを示すことができる．実際，IΣ1 における可証全域再帰関数は正確に原始

再帰関数と一致する．したがって，たとえばアッカーマン関数などは IΣ1-可証全域再帰的でない．

それではゲーデルの不完全性定理の証明の準備を始めようと思うが，その前に，論理式の枚挙に

対する注意をしよう．論理式は原始再帰的に定義されるものであるから，xのみを自由変数に持つ

論理式を φ0pxq, φ1pxq, . . . と並べる関数 pn, xq ÞÑ rφnpxqsは原始再帰的である．したがって，定

理 2.12より，rφnpxqs “ yは N上 Σ1 である．それでは，ゲーデルの不完全性定理の鍵となる，対

角化補題を証明する．

補題 3.13 (対角化補題). T を離散順序環の非負部の公理 DOR` を含む任意の理論とする．この

とき，任意の論理式 ψpxqに対して，ある閉論理式 σ が存在して，T $ σ Ø ψprσsqとなる．

一般の対角化補題を証明する前に，T “ ThpNq のときを考える．実は，ここまでに示して
きたことを用いると，T “ ThpNq の対角化補題は，もはや自明である．なぜなら，N では，
xn, xy ÞÑ rφnpxqs は項と思えるから，ψprφxpxqsq は x を自由変数とする論理式である．した

がって，φkpxq Ø ψprφxpxqsq となる k P N が存在する．これより，x に k を代入すれば，

φkpkq Ø ψprφkpkqsqとなるから，φkpkqを σ とおけばよい．

このアイデアを T における形式証明として記述しよう．

補題 3.13の証明. 上で述べたように，x ÞÑ rφxpxqs は原始再帰的であるから，補題 3.12 より，

DOR` を含む理論 T で Σ1-表現可能である．つまり，次の性質を持つ論理式 χが存在する．任意

の x, y P Nについて，

rφxpxqs “ y ùñ T $ χpx, yq ^ p@z ­“ yq ␣χpx, zq.

このとき，論理式 Dypχpx, yq ^ ψpyqqは xのみを自由変数に持つので，ある k について φkpxq

となっている．これについて，φkpkqを σ とおく．つまり，σ とは，Dypχpk, yq ^ ψpyqqのことで

ある．χの性質により，T において，任意の y について次が証明できる．

χpk, yq Ø y “ rφkpkqs Ø y “ rσs

したがって，σの存在量化の証拠となる yは必ず rσsであるから，T $ σ Ñ ψprσsqを得る．逆に，
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ψprσsqであるならば，χpk, rσsqであることは分かっているから，y “ rσsを存在量化の証拠として

σ が導かれることが T において証明できる．以上より，T $ σ Ø ψprσsqを得る．

定理 3.3の証明で定義した ProofT を思い出そう．このとき，次のロッサー述語 (Rosser predi-

cate)を考える．

Provable˚T pxq ” pDyq rProofT py, xq ^ p@z ď yq ␣ProofT pz,␣xqs.

定理 3.3で見たように，もし T が再帰的公理化可能ならば，Provable˚T は Σ1-論理式である．

補題 3.14. T を DOR` を含む再帰的公理化可能理論とする．このとき，任意の閉論理式 σについ

て，次が成立する．

T $ σ ùñ T $ Provable˚T prσsq,

T $ ␣σ ùñ T $ ␣Provable˚T prσsq.

Proof. T が矛盾している場合は明らかなので，T は無矛盾であると仮定する．T $ σ ならば，T

の無矛盾性より，N |ù Provable˚T prσsqであるから，T の Σ1-完全性より，T $ Provable˚T prσsqで

ある．一方，T $ ␣σ の場合，T $ ␣σ の証明図の最小コード cがある．このとき，

N |ù ProofT pc, r␣σsq ^ p@z ď cq ␣ProofT pz, rσsq

であるが，この論理式は Σ1 であるから，T の Σ1-完全性より，T で証明可能である．これは

T $ p@yq rProofT py, r␣σsq Ñ pDz ă yq ProofT pz, r␣σsqs

を導く．つまり，T $ ␣Provable˚T prσsqである．

定理 3.15 (ゲーデル-ロッサーの不完全性定理). 離散順序環の非負部の公理 DOR` を含む無

矛盾かつ完全な再帰的公理化可能理論は存在しない．

Proof. T を DOR` を含む再帰的公理化可能理論とする．対角化補題 3.13 より，T $ σ Ø

␣Provable˚T prσsqとなる閉論理式 σ が存在する．しかし，σ の定義と補題 3.14を組み合わせると，

T $ ␣Provable˚T prσsq ðñ T $ σ ùñ T $ Provable˚T prσsq,

T $ Provable˚T prσsq ðñ T $ ␣σ ùñ T $ ␣Provable˚T prσsq.

となるから，T $ σ または T $ ␣σ が成立するならば，T は矛盾している．

例 3.16. ゲーデル-ロッサーの不完全性定理の前提条件である (a) DOR` を含む; (b) 無矛盾であ

る; (c) 完全である; (d) 再帰的公理化可能である; のいずれか一つを取り除けば，そのような理論

は存在する．
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1. DOR` を含む無矛盾かつ完全な理論は存在する．たとえば，ThpZrXs`q や ThpNq などで
ある．

2. DOR` を含まない無矛盾かつ完全な再帰的公理化可能理論は存在する．たとえば加法のみ

の算術として知られるプレスバーガー算術 (Presburger arithmetic) や実閉体 (real closed

field)の理論 RCFなどである．

豆知識. 上で挙げたように，ペアノ算術を含む無矛盾かつ完全な理論の例として ThpNq がある．もちろん，

ThpNq は再帰的公理化可能からは程遠いが，ペアノ算術を含む無矛盾かつ完全な理論がどれくらい再帰的公

理化可能に近いものとして作れるか，ということを議論することができる．つまり，再帰的公理化不可能さの

度合い (degree)を測る指標があって，それが低い (low)ほど, 再帰的公理化可能に近い．次数の理論 (degree

theory)においては，ペアノ算術を含む無矛盾かつ完全な理論の次数 (degree)のことを PA-次数 (PA-degree)

と呼び，1970 年代始め頃から深く研究されている．たとえば，ThpNq の次数は 0pωq であるが，これより遥

かに低い PA-次数が存在する．具体的には，停止問題の次数 01 より低い次数 aを神託とすることによって無

矛盾かつ完全な理論 T Ě PAを構成することも可能である．

0 “ 計算可能 ă T の次数 ă 01
“ 停止問題の次数 ă 02

ă 03
ă ¨ ¨ ¨ ă 0pωq

“ ThpNqの次数.

この最初期の最も有名な定理が低基底定理 (low basis theorem)と呼ばれるものである．これによって，ペ

アノ算術を含む無矛盾かつ完全な理論で再帰的公理化可能に極めて近いものが存在することが分かる．しか

し，次数という観点は不完全性定理の詳細な分析に用いるには非常に粗く，そのような文脈で用いられること

は現代的にはほぼ皆無といってよい．たとえば，ペアノ算術の代わりに ZFC 集合論に対する ZFC-次数のよ

うなものを考えても結果は変わらない，というような粗さがある．

しかし，これによって PA-次数といった概念や低基底定理の重要性が霞むというものでは決してない．それ

どころか，時代を経るにつれ，その重要性は増している．その重要性は，数学基礎論よりはむしろ計算可能性

理論におけるものであって，たとえばアルゴリズム情報理論 (algorithmic information theory), 計算可能解

析学 (computable analysis) や逆数学 (reverse mathematics) といった分野において広範な応用を持つこと

が知られている．

対角化補題 3.13のように φkpkqのような対角関数を取るという操作は，数学の至る所で行われ

てきた．たとえば，2節の原始再帰関数の導入のように，人類は「足し算から倍増 2x :“ x` xの

概念を得る」「掛け算から自乗 x2 “ x ¨ xの概念を得る」といった対角化を実践してきたことだろ

う．ゲーデルの不完全性定理 3.15の証明は対角線論法 (diagonal argument)と呼ばれることもあ

るが，関数の対角化による構成の文脈では，「掛け算は足し算より真に急増加する」「指数関数は掛

け算より真に急増加する」「矢印関数は指数関数より真に急増加する」などが対角線論法である．

実際，数学において対角線論法の最初の利用とは，まさにこのようなものであり，1875年のポー

ル・デュ・ボア=レーモン (Paul du Bois-Reymond)による

与えられた N上の関数の列のいずれよりも真に急増加する関数を構成できる

ということの証明が対角線論法の起源とされる．ちなみに対角線論法というとカントールが有名で

あり，カントールによる実数の非可算性証明は 1874年である．しかし，1874年の証明には対角線

論法は現れず，カントールが初めて対角線論法を用いたのは 1891年だそうである．

情報系の学生向けの講義であるから，最後に，情報学関連の分野における対角線論法に触れて締

めるとしよう．最も有名な例は，計算量理論 (computational complexity theory)において 1965年
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に証明された時間階層定理 (time hierarchy theorem)である．この定理の結論の一例として，多項

式時間計算可能な問題のクラス Pと指数時間計算可能な問題のクラス EXPが異なるということ，

つまり P ­“ EXPが示される．一方で，対角線論法はあくまで基本的な証明技法に過ぎず，そこま

で強力な手法というわけでもない，ということも説明しよう．

計算機科学における最も重要な未解決問題で，数学のミレニアム問題の 1つとも知られる P対

NP問題と呼ばれる難問がある．1950年代に，ナッシュがアメリカ国家安全保障局に宛てた書簡，

およびゲーデルがフォン・ノイマンに宛てた手紙において，この問題は言及されており，現在は，

ナッシュとゲーデルが P対 NP問題の提唱者であると認識されている．

さて，クックがこの大問題に厳密な定式化を与えた 1970 年代になってすぐに，P ­“ NP には

相対化可能 (relativizable) な証明は存在しないことが知られるようになった．実際，上手く神託

(oracle) A,B を取ると，その相対化によって PA “ NPA にも PB ­“ NPB にもなることが示され

たのである．ところが，対角線論法とは，相対化可能な証明手法の代表選手のようなものである．

したがって，対角線論法を用いて P ­“ NPのようなものを証明することはできないことが分かって

しまう．

4 付録

4.1 可証全域関数

関数 f : Nn Ñ Nが理論 T において可証全域 (provably total)とは，ある論理式 φが存在して，

T $ @x̄D!yφpx̄, yq かつ N において φ は f のグラフを定義する，つまり，N |ù p@x̄, yq rfpx̄q “
y Ø φpx̄, yqsとなることである．論理式 φが Σ1 であれば，可証全域再帰的 (provably recursive)

または可証全域計算可能という*8．大雑把に言えば，可証全域計算可能性は，全域計算可能性が証

明できるということであるから，十分健全な理論では次が成立する．

命題 4.1. T を離散順序環の非負部の公理 DOR` を含む再帰的公理化可能理論とする．このとき，

T が Σ1-健全ならば，T -可証全域計算可能性は計算可能性を導く．

Proof. f が T -可証全域計算可能であると仮定する．T が Σ1-健全ならば，T $ φpn,mq は

N |ù φpn,mqを導く．つまり，fpnq “ mである．逆に，fpnq “ mならば N |ù φpn,mqである

から，DOR` の Σ1-完全性より，T $ φpn,mqを得る．fpnq “ µm.ProvableT prφpn,mqqである

が，ProvableT は Σ1 であるから，f のグラフは Σ1 である．よって，T -可証全域計算可能関数は

必ず計算可能である．

注意すると，一般の論理式 φについては，T $ Dyφpn, yqだったとしても，具体的な mについ

て T $ φpn,mqとなるとは限らない．たとえば，pConpT q Ø y “ 0q ^ p␣ConpT q Ø y “ 1qなど

*8 ほとんどの文献では，可証全域性といった場合，暗黙に全域計算可能関数についての可証全域性を議論している．こ
のため，可証全域計算可能関数のことを単に可証全域関数と呼ぶことが多い．ただし上の定義の場合，当然ながら，
可証全域だからといって計算可能とは限らない．

31



を考えるとよい．しかし，T が上の命題の条件を満たす理論であり，φが Σ1 であれば，この存在

特性 (existential property)を持つ．

もちろん，かなり弱い理論 (ペアノ算術 PA程度でよい)でも，停止問題の特性関数やビジービー

バー関数などといった計算不可能関数の全域性を証明できる．これらの関数について，論理式 φの

複雑性は Σ2 である．したがって，可証全域であっても可証全域計算可能とは限らない．

さて，T -可証全域でない全域計算可能関数の存在を示すには，少し工夫が必要である．

命題 4.2. T を離散順序環の非負部の公理 DOR` を含む再帰的公理化可能理論とする．このとき，

T が Σ1-健全ならば，T -可証全域計算可能でない全域計算可能関数が存在する．

Proof. φe を e 番目の Σ1 論理式とする．このとき，E “ te P N : T $ p@xqpD!yqφepx, yqu

は Σ1 である．各 e P E と n P N について，T $ pDyqφepn, yq であるから，Σ1-健全性より

N |ù pDyqφepn, yqである．よって，N |ù Dmφepn,mqなる最小のmを取ると，DOR` の Σ1-完全

性より T $ φepn,mqを得る．

さて，E が有限集合であれば主張は自明であるから，E は無限集合であると仮定すると，

これを ep0q, ep1q, . . . と計算可能に枚挙できる．このとき，各 n について，上の議論により，

T $ φepnqpn,mqなる最小のmが存在する．これは Σ1 条件なので計算可能な方法で見つけられる

から，fpnq “ m` 1として定義した関数 f : NÑ Nは計算可能である．
この f が T -可証全域計算可能でないことを示す．もし f が T -可証全域計算可能ならば，f の

グラフを N で定義する Σ1-論理式 φ で，T $ @xD!yφpx, yq となるものが存在する．E の定義よ

り，ある nについて，φ “ φepnq である．T $ φepnqpn,mqなる最小のmを取る．f の定義より，

fpnq “ m` 1である．しかし，T の Σ1-健全性より，N |ù φepnqpn,mqであり，φepnq は f のグラ

フを定義しているから，fpnq “ mを得るが，これは矛盾を導く．よって，f は T -可証全域計算可

能では有り得ない．

一応注意しておくと，上で作った関数 f の全域性は証明されている．補題 3.12の直後に注記し

たように，IΣ1-可証全域計算可能性は原始再帰性を特徴づける．

定理 4.3. 関数 f : N Ñ Nが原始再帰的であることと IΣ1-可証全域計算可能であることは同

値である．

4.2 チャイティンの不完全性定理

チューリングは，停止問題の計算不可能性を利用することによって，ゲーデルの不完全性定理の

弱い形の別証明を与えた．このような計算論の手法を用いることによって，チューリング型の不完

全性定理の様々なバリエーションを示すことができる．

1944年，エミール・ポストは不完全性定理の計算論的分析のために，自然数の集合の計算論的
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性質を幾つか導入した．そのバリエーションとして，計算可能性理論では以下のような概念がよく

知られている．自然数の集合 A Ď Nが免疫 (immune)とは，B Ď Aとなるような無限 Σ1 集合が

存在しないことである．また，A Ď Nが双免疫 (bi-immune)とは，Aと NzAが共に免疫である
ことを意味する．

以後，算術的論理式 φについて，Setφ “ tn P N : N |ù φpnquと定義する．理論 T が算術的健

全とは，T Ď ThpNqを満たすことであった．

命題 4.4. T を算術的健全な再帰的公理化可能理論とする．任意の算術的論理式 φpxq について，

もし Setφ が免疫ならば，T $ φpnqなる n P Nは有限個しか存在しない．

Proof. SetTφ “ tn P N : T $ φpnqu とおく．T の再帰的公理化可能ならば，SetTφ は Σ1 である．

また，T が算術的健全ならば，SetTφ Ď Setφ である．よって，Setφ が免疫であることから，SetTφ

が有限であることが導かれる．

以下は，チューリング型の不完全性定理のバリエーションの 1つで，チャイティンの不完全性定

理 (Chaitin’s incompleteness theorem)と呼ばれることもある定理である．

系 4.5 (チャイティンの不完全性定理). 任意の算術的健全な再帰的公理化可能理論 T は，次の条

件を満たす定数 cT P Nを持つ．理論 T では，コルモゴロフ複雑性が cT 以上であるようなバイ

ナリ列の存在を示すことができない．つまり，任意の σ について，

T & Kpσq ě cT .

Proof. txσ, cy : Kpσq ě cuが免疫集合であることはよく知られている．よって，命題 4.4を応用

すればよい．

念のために述べておけば，任意の cに対して，Kpσq ě cを満たすバイナリ列 σ の存在は，極め

て弱い理論 T において証明できる．なぜなら，Kpσq ă cを満たすバイナリ列 σ は 2c 個未満しか

ないからである．つまり，系 4.5とは，前節で触れた存在特性を強く否定する論理式の具体例を与

えるものである．

もう一つ，チューリング型の不完全性定理を紹介しよう．

命題 4.6. T を算術的健全な再帰的公理化可能理論とする．任意の算術的論理式 φpxq について，

もし Setφ が双免疫ならば，T $ φpnqまたは T $ ␣φpnqとなる n P Nは有限個しか存在しない．

Proof. 命題 4.4の証明と同様である．

最適マシンの停止確率をチャイティンの定数 (Chaitin’s constant)またはチャイティンのオメガ

(Chaitin’s Omega) と呼び，Ω と表記する．この実数 Ω はランダムな振る舞いをすることが知ら

れ，アルゴリズム的情報理論における興味深い対象の 1つである．
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系 4.7 (チャイティンの不完全性定理 2). 任意の算術的健全な再帰的公理化可能理論 T は，チャ

イティンの定数 Ωの有限個の値しか特定できない．つまり，Ωpnqによって Ωを 2進展開したと

きの小数点以下 n桁目のを表すものとすると，有限個の n, iを除いて，

T & Ωpnq “ i

Proof. tn P N : Ωpnq “ 1uが双免疫集合であることはよく知られている．よって，命題 4.6を応

用すればよい．

また，比較的弱い理論（たとえば ACA0 など）において，任意の n P Nについて，Ωpnq “ iな

る i P t0, 1uが存在することは証明できる．したがって系 4.7もまた存在特性に対する極めて強い

反例を与えるものである．

さて，もちろん，双免疫な算術的集合はチャイティンの定数以前にも沢山知られているもので

あったから，系 4.7はチャイティンの定数の何らかの特筆性を示すものではない．テクニカルなこ

とを言えば，チャイティンの不完全性定理はゲーデルの不完全性定理（の弱い形のチューリングに

よる証明）を一歩も越えていない．

しかし，チャイティンの不完全性定理が公表された後にソロヴェイによって与えられた改良は，

テクニカルには非自明で興味深い．まず，チャイティンの定数 Ωの値は厳密には最適マシン U の

選択に依存するから，正確には ΩU と表記される．ソロヴェイは，ZFCの算術的健全性の仮定の下

で，その停止確率 ΩU を ZFCでは 1ビットたりとも特定できないような最適マシン U を構成した．

定理 4.8 (ソロヴェイ). T を算術的健全な再帰的公理化可能理論とする．このとき，ある最適

マシン U が存在して，任意の n, i P Nについて，

T & ΩU pnq “ i.

4.3 参考文献

本講義ノートでは省略したが，第 1回～第 8回の講義内容である命題論理・述語論理入門につい

ては，小野 [2]および江田 [1]を参考にした．共に優れた教科書である．

本講義ノートの第 1節「自然数論の形式体系」および第 3節「ゲーデルの不完全性定理」に記載

した内容の一部は，和書では田中 [4]が詳しい．特に第 3節の作成の際に参考にした．第 1節の一

部は，Kaye [6]を参考にしている．第 2節「原始再帰関数」の一部は，篠田 [3]を参考にしたが，

絶版となっており，入手は難しい．

一階算術の入門書としては，Hajek-Pudlak [5]は非常に評価が高い教科書であり，Project Euclid

において出版社から無料で公開されている．本ノートの作成の際にも参考にしている．
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