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1. 圧縮可能性とランダム性

ランダムとは何なのか，ということを理解することは，「ランダムでない」とは何なの
か，というのを理解することと同等である．そういうわけで，まずは，ランダムではな
い列について学んでいこう．以下に挙げるのは，明らかにランダムでないバイナリ列で
ある．

0000000000000000000000000000 . . . . . . 00000000
looooooooooooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooooooooooon

1 億桁

,

0111011101110111011101110111 . . . . . . 01110111
looooooooooooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooooooooooon

1 億桁

.

上の列は，ただの「0が 1億個並ぶ列」であるから，明らかにランダムでない．下の
列は，すぐには気付かないかもしれないが，よく見ると，0111を繰り返しているだけ
であることが分かる．つまり，下の列とは「0111が 2500万回並ぶ列」であるから，ラ
ンダムではない．
それでは，これらのランダムでない列が共有する性質とは何であろうか．すぐに思い

つくのは，これらの列が規則的である，という点であろうか．ランダム性のことを無秩
序性や不規則性と呼ぶこともあるし，つまり，規則性というものは，ランダム性の対義
語と考えられている．
それでは，そもそも規則的なバイナリ列とは何であろうか．その列を記述する法則か

数式か論理式のようなものがある，という感じだろうか．ここでは，もう少し漠然と，

規則性とは，そのバイナリ列を「より短い言葉で説明できる」ということである

本ノートは，2017年度春期に名古屋大学情報文化学部において開講されたオムニバス形式講義「数理
情報学 1」の筆者担当回である第 11, 12回で講義した内容をまとめたものである．
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と考えよう．たとえば，上の例では，長さ 1億のバイナリ列を「0が 1億個並ぶ列」と
いう 8文字，「0111が 2500万回並ぶ列」という 14文字で説明することができた．もう
少し身近な言葉で説明すると，これは，数十メガバイトの容量を持つデータをほんの数
十バイトのデータに圧縮したということである．
以上をまとめると，非ランダム性とは規則性であり，規則性とは圧縮可能性である．

言い換えれば，
ランダム性 “不規則性 “圧縮不可能性

ということである．この発想を，もう少し数学的に厳密な形で定式化しよう．

1.1. コルモゴロフ複雑性. t0, 1u˚によって，バイナリ列全体の集合を表す．また，バイナ
リ列σ P t0, 1u˚の長さを |σ|によって表す．t0, 1u˚の部分集合を定義域とし，t0, 1u˚を値
域とする関数を t0, 1u˚上の部分関数 (partial function)と言って，f :Ď t0, 1u˚ Ñ t0, 1u˚

のように書く．

定義 1. t0, 1u˚上の部分関数 f :Ď t0, 1u˚ Ñ t0, 1u˚が計算可能 (computable)とは，ある
コンピュータプログラムP が存在して，入力 x P dompfqで P を実行したとき，有限時
間で fpxqを出力することを意味する．

以後，t0, 1u˚上の部分計算可能関数をマシンと呼ぶ．

事実 2. 万能マシンM :Ď t0, 1u˚ Ñ t0, 1u˚が存在する．つまり，M はマシンであって，
任意のマシン f :Ď t0, 1u˚ Ñ t0, 1u˚に対して，

pDe P Nqp@x P dompfqq Mp0e1xq “ fpxq.

上の事実については，全ての人が触れたことのあるパーソナル・コンピュータなどが
万能マシンの代表例である．つまり，我々は 1つのコンピュータM の内部で任意のプ
ログラムP に σを入力したものを実行できる．これが述べることは，どんなマシン fが
与えられても，

pDP qp@x P dompfqq MpP, xq “ fpxq

ということである．これに多少の修正を施せば，万能マシンを得る．
それではデータ圧縮の概念を数学的に定式化しよう．ここで考えるのは可逆圧縮であ

り，不可逆圧縮は考えない．可逆圧縮で重要なのは，解凍アルゴリズムである．圧縮さ
れたデータから元のデータを復元できなければならない．上の例で言えば，「0が 1億個
並ぶ列」という文字列が，実際に本物の 0が 1億個並ぶバイナリ列を意味しているとい
う了解があるから，「0が 1億個並ぶバイナリ列は『0が 1億個並ぶ列』という文字列で
説明された」と言えるのである．
つまり，σという記述から τというバイナリ列を実際に生成する方法Mがあって初め

て，τ は σによって説明される，τ は σに圧縮される，のように言うことができる．こ
のM とは，マシンM :Ď t0, 1u˚ Ñ t0, 1u˚であり，Mpσq “ τ のとき，τ は σに圧縮さ
れた，と考える．そうすると，τ はM によってどれくらい小さいデータサイズまで圧
縮できるか，の限界値は以下によって与えられる．

CMpτq “ mint|σ| : Mpσq “ τu.

この数値CMpτqを τ の平コルモゴロフ複雑性 (plain Kolmogorov complexity)と呼ぶ．
もしCMpτq ě |τ |ならば，τ は決して圧縮できない列であり，したがって，ランダムな
列と考えられる．まず，圧縮不可能列が存在することを見てみよう．

命題 3. どんな nについても，長さ nのバイナリ列 τ で，CMpτq ě |τ |を満たすものが
存在する．
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Proof. 長さ n未満のバイナリ列の個数を数えよう．以下，pσq2によって，σを数を 2進
表記だと思ったときのその値を表す．たとえば，p110q2 “ 6である．まず、長さ nのバ
イナリ列の種類はちょうど 2n個であることに注意しよう．すると，長さ n未満のバイ
ナリ列の個数は

n´1
ÿ

i“0

2i “ p111 . . . 111
loooomoooon

n 個

q2 “ p1 000 . . . 000
loooomoooon

n 個

q2 ´ 1 “ 2n ´ 1

である．つまり，高々2n ´ 1個のバイナリ列 τ だけがCMpτq ă nとなり得る．しかし，
長さ nのバイナリ列は 2n種類存在するから，長さ nのバイナリ列 τ でCMpτq ě nとな
るようなものが存在する．つまり，CMpτq ě |τ |である． □

ところで，上ではM はマシンだったら何でも良いとしたが，以後は，入力文字列 σ
がいつ読み込み終わるか分からないシチュエーションを考えたい．こういう状況では，
M は，適当なタイミングで文字列の読み込みが終了したと判断して，出力を返す必要
がある．たとえば，入力文字列側が自身のファイルサイズを最初に記述しているとか，
あるいは入力文字列の最後にエンドマークが打たれているなどすれば，M はいつ文字
列の読み込みが終了したかを判断できるであろう．ここでは，その判断方法は具体的に
は指定せず，単に，いつ終わるか分からない文字列を入力とする関数，という概念を以
下のように定義する．

定義 4. マシンM :Ď t0, 1u˚ Ñ t0, 1u˚が接頭 (prefix-free)とは，次の条件を満たすこと
を言う．

p@σ, τ P t0, 1u˚q rσ ă τ & σ P dompMq ùñ τ R dompMqs.

つまり，M は何らかの文字列を読み込み中に，ある時点 σで出力Mpσqを返したな
らば，その時点で文字列の読み込みは打ち切っており，σの拡張 τ についてはM はも
はや反応を示さない．

例 5. Φ :Ď t0, 1u˚ Ñ t0, 1u˚を任意のマシンとすると，

Mp0|σ|1σq “ Φpσq

で定義される関数は接頭である．

定義 6. 接頭マシンRが最適 (optimal)であるとは，任意の接頭マシンM に対して，次
の条件を満たすものである．

pDc P Nqp@τ P t0, 1u˚q CRpτq ď CMpτq ` c.

定理 7. 最適接頭マシンは存在する．

Proof. Φを万能マシンとする．Rp0e1σqの値を決めるために，まずΦp0e1σqをシミュレー
トする．もし，ある sステップでΦp0e1σqが出力を返したならば，s1 “ maxts, |σ|uとす
る．各 τ ă σについて，Φp0e1τqを s1ステップだけ実行し，その間に出力を返すかどう
かを確かめる．もしΦp0e1τqが出力を返したならば，Rp0e1σqは出力を返さないと宣言
する．さもなくば，続いて，各 τ ą σで |τ | ă sなるものについて，Φp0e1τqを s1 ´ 1ス
テップだけ実行し，その間に出力を返すかどうかを確かめる．もしΦp0e1τqが出力を返
したならば，Rp0e1σqは出力を返さないと宣言する．さもなくば，Rp0e1σqは Φp0e1σq

を出力する． □
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Mが最適接頭マシンであるとき，CMpτqの代わりにKpτqと書き，これを接頭コルモ
ゴロフ複雑性 (prefix-free Kolmogorov complexity)と呼ぶ．以下，ď`によって，高々定
数 c程度の差を除いて，不等式ďが成立することを意味する．

命題 8. Kpτq ď` 2|τ |.

Proof. Mp0|τ |1τq “ τ と定義すれば，これは接頭マシンであり，CMpτq ď 2|τ | ` 1を得
る． □

自然数 n P Nが与えられたとき，binpnqによって，nを 2進展開したバイナリ列を表
すものとする．このとき，|binpnq| “` log nである．ここで，対数関数 logの底は 2で
ある．

命題 9. Kpτq ď` Kp0|τ |q ` |τ | ď` 2 log |τ | ` |τ |.

Proof. Rを最適接頭マシンとする．先程のように，文字列の長さ |τ |の情報をヘッダに
付与するが，それを 0|τ |1と記述するのは無駄が多い．代わりに，文字列の長さ情報を圧
縮したデータをヘッダに付与しよう．つまり，Rpσq “ binp|τ |qのときに限りMpστq “ τ
と定義すれば，これは接頭マシンであり，CMpτq ď CRp0|τ |q ` |τ |である．補題 8より，
CRp0|τ |q ď` 2 log |τ |である． □

次の補題は，様々なバイナリ列のコルモゴロフ複雑性の上界を求める際に便利である．

補題 10. M がマシンならば，次を満たす定数 c P Nが存在する．

p@τ P t0, 1u˚q KpMpτqq ď Kpτq ` c.

Proof. Rを最適接頭マシンとする．このとき，Spσq “ MpRpσqqによって定義すると，
dompSq Ď dompRqであるから，Sは接頭マシンである．与えられた τ について，長さ
Kpτqのバイナリ列σで，Rpσq “ τなるものが存在する．このとき，Spσq “ MpRpσqq “

Mpτqであるから，CSpMpτqq ď Kpτqである．よって，Rの最適性より，ある cが存在
して，任意の τ に対して，KpMpτqq ď CSpMpτqq ` c ď Kpτq ` cとなる． □

1.2. チャイティンのオメガ. それでは，具体的なランダム列を記述する準備を始めよう．
接頭マシンにおいて，入力はいつ終わるか分からないバイナリ列であったことを思い出
そう．いま，0と 1が同程度に出現する公平なコイン投げの繰り返しによってバイナリ
列 x1x2x3 . . . を作る，という状況を考える．このような入力に対して，接頭マシンM
が出力を返す確率ΩM はどれくらいだろうか？　
たとえば，ある偶数 kについて 0k1の形である入力のみ受理し，kを出力する接頭マ

シンM を考えよう．コインを 2n ` 1回投げた結果が正確に 02n1となる確率は 0´p2n`1q

である．したがって，コイン投げを延々繰り返した結果，そのうち，ある偶数 kについ
て 0k1の形となっている確率は以下によって与えられる．

ΩM “

8
ÿ

n“0

2´p2n`1q “ 2{3.

さて，どんなバイナリ列 σ P t0, 1u˚が与えられても，コインを |σ|回投げた結果が正
確に σと一致する確率は 2´|σ|である．したがって，一般の接頭マシンM についても，
M が出力を返す確率ΩM は次によって計算できる．
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定義 11 (停止確率). Mが接頭マシンであるとき，Mの停止確率 (halting probability)と
は，以下によって定まる値である．

ΩM “
ÿ

σPdompMq

2´|σ|.

ここで，dompMqはM の定義域を表す．

問題 12. M が接頭マシンであるとき，0 ď ΩM ď 1であることを証明せよ．

接頭マシンM が与えられたとき，停止確率ΩM は，計算可能な方法で下から近似で
きる．これを確かめるために，MsをM の長さ s以下の入力に対する計算を sステップ
だけ実行したものとする．つまり，|σ| ď sかつMpσqが sステップ以下で出力を返すな
らば，Mspσq “ Mpσqとし，さもなくばMspσqは出力を返さないものとする．すると，

ΩM,s “
ÿ

σPdompMsq

2´|σ|

であり，この値は有限種類の入力に対するM の計算を sステップずつ実行することに
よって計算できる．さらに，

ΩM,0 ď ΩM,1 ď ΩM,2 ď ¨ ¨ ¨ ď ΩM “ lim
sÑ8

ΩM,s.

あるバイナリ列 σ P t0, 1u˚について
ř|σ|´1

i“0 σpiq2´i´1と書けるような実数を二進有理
数 (dyadic rational)と呼ぶ．つまり，0.σ0ωの形の実数のことである．たとえば，任意
のマシンM および s P Nについて，dompMsqは有限であるから，ΩM,sは二進有理数で
ある．一方，Rが最適接頭マシンであれば，定義域は無限集合となり，したがって，二
進有理数には成り得ない．つまり，Ωは二進有理数ではない．

問題 13. Ωが二進有理数でないことを証明せよ．

二進有理数でないような実数 x P r0, 1sの二進表記は一意に定まるので，xを無限バ
イナリ列と同一視できる．無限バイナリ列 z P t0, 1uNが与えられたとき，z æ nによっ
て，長さ nの z の始切片を表すものとする．つまり，z “ z0z1z2 . . . zizi`1 . . . ならば，
z æ n “ z0z1z2 . . . zn´1のことである．

定理 14. 任意の最適接頭マシンの停止確率Ωについて，次が成立する．

pDcqp@nq KpΩ æ nq ě n ´ c.

Proof. Rを最適接頭マシンとする．Ω “ ΩRかつΩs “ ΩR,sとする．次のような（接頭
とは限らない）マシンM を考える．各入力 σに対して，0.σ ď Ωt ă 0.σ ` 2´nになる
まで待つ．もし，そのようなステップ tが訪れたら，Rtの値域に入っていないバイナリ
列 ηを返す．つまり，どんな σについてもRtpσq “ ηであるような ηを選び，Mpσq “ η
とする．
さて，実数 xについて，σ “ x æ nであるとは，0.σ ď x ď 0.σ ` 2´nであるという

ことに注意しよう．したがって，もし σ “ Ω æ nならば，0.σ ď Ω ď 0.σ ` 2´nである．
pΩsqsPNは非減少であり，Ω “ limsÑ8 Ωsであることと，Ω “ 0.σでは有り得ないことを
利用すると，0.σ ď Ωt ă 0.σ` 2´nとなるような tが存在することが分かる．つまり，マ
シンM は入力 σ “ Ω æ nに対しては，必ずRtの値域に入っていない ηを出力する．
一方，tステップより後では，長さ n ´ 1以下の入力に対してRが出力を返すことは

ない．なぜなら，さもなくば，停止確率の定義よりΩ ě Ωt ` 2´n`1となるが，tの選び
方より，0.σ ` 2´n`1 ď Ωt ` 2´n`1 ď Ω ď 0.σ ` 2´nとなり，これは矛盾を導く．
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さて，ηは Rtの値域に入ってなかったため，もし Rpσq “ ηとなるような σがあっ
たとしても，その計算は tステップよりも長い時間がかかる．したがって，上で見た t
の性質より，Rが入力 σに対して出力を返しているということは，|σ| ě nを導く．こ
れより，Kpηq ě nとなる．ここで η “ Mpσq “ MpΩ æ nqだったことを思い出すと，
KpMpΩ æ nqq ě nを得る．ところで，M はマシンであるから，補題 10より，任意の
σ P t0, 1u˚に対して，KpMpσqq ď Kpσq ` cである．以上をまとめると，

n ď KpMpΩ æ nqq ď KpΩ æ nq ` c

である．ここで，cはマシンM に依存する定数であって，nに依存しないことに注意す
る．以上より，任意の nについて，KpΩ æ nq ą n ´ cを得る． □

定理14のような最適接頭マシンの停止確率は，チャイティンのオメガ (Chaitin’s Omega)
と呼ばれる．

2. エルゴード理論

2.1. 法 1一様分布. バイナリ列あるいは有限アルファベットの列は，実数と思うことが
できる．与えられた実数を b進展開したときに，その中にどんな b進列が現れるかにつ
いて考察しよう．たとえば，円周率 πを 10進展開したときに 999999999999という列が
いつか現れることがあるだろうか，というものが典型的な問題である．そのような考察
の下でよく現れるのは，正規数とよばれる概念である．実数 xが与えられているとしよ
う．自然数 b ě 2について，実数 xを b進展開したとき，いかなる b進有限列も極限的
に等頻度で現れるならば，xは b進正規 (normal in base b)であるといわれる．つまり，
xの b進展開した結果を xpbqと書けば，長さ kのどんな b進列 σ P bkが与えられても，

lim
NÑ8

xpbqの小数点以下N 桁までに σが現れる回数
N

“
1

bk
.

が成り立つことである．任意の自然数 b ě 2に対して b進正規であるような実数は絶対
正規 (absolutely normal)であると言われる．
極限頻度には，小数部 (fractional part)しか関わらないから，以後，実数xの小数部の

みに着目し，rxsによって xの小数部を表すものとする．rxs “ rysとは，ある整数 k P Z
について x “ y ` kが成立することと同値である．具体的には，rxs “ |x| ´ t|x|uと書
ける．
さて，簡単のために xは無理数であったとして，xの b進展開の小数点以下 k桁目か

ら k` ℓ桁目がちょうどσ P bℓであったという状況を考えよう．これは，rbkxsの b進展開
が σで始まるということと同値である．b進展開が σで始まるような実数たちは区間を
なすことに注意しよう．これより，xが b進正規ということと，任意の実数 p, q P r0, 1s

に対して，次が成立することは同値である．

lim
NÑ8

#tk ă N : p ď rbkxs ă qu

N
“ q ´ p.

より一般に，次の概念を考えよう．

定義 15. 実数列 pxnqnPNが法 1一様分布 (uniformly distributed modulo 1)であるとは，
任意の実数 p, q P r0, 1sに対して，次の式が成立することである．

lim
NÑ8

#tn ă N : p ď rxns ă qu

N
“ q ´ p.
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つまり，xが b進正規であるとは，pbnxqnPNが法 1一様分布であることと同値である．
集合 S Ď r0, 1sの特性関数を 1S によって表すと，pxnqnPNが法 1一様分布であるとは，
任意の区間 J Ď r0, 1sに対して，次の式を満たすことと同値である．

lim
NÑ8

1

N

ÿ

năN

1Jprxnsq “

ż 1

0

1Jpxqdx(1)

法 1一様分布に関する基本的な定理として，ワイル規準 (Weyl criterion)と呼ばれる
ものがある．

定理 16 (ワイル規準). 実数列 pxnqnPNについて，次の条件は同値である．
(1) pxnqは法 1一様分布である．
(2) 任意の連続関数 f : r0, 1s Ñ Rについて，

lim
NÑ8

1

N

ÿ

năN

fprxnsq “

ż 1

0

fpxqdx.

(3) 周期 1の任意の複素数値リーマン可積分関数 f : R Ñ Cについて，

lim
NÑ8

1

N

ÿ

năN

fpxnq “

ż 1

0

fpxqdx.

(4) 任意の整数 k “ 0について，

lim
NÑ8

1

N

ÿ

năN

e2πikxn “ 0.

Proof. (3)ñ(2)は自明である．また，整数 kについて，x ÞÑ e2πikxは周期 1の複素数値
リーマン可積分関数であるから，(3)ñ(4)が成立することも導かれる．(1)ñ(3)につい
て，法 1一様分布性の等式 (1)による特徴付けを用いて，階段関数 f について (2)が成
立することは容易に分かる．任意の実数値リーマン可積分関数は階段関数によって上下
方向から近似できる．つまり，与えられた連続関数 fについて，任意の ε ą 0について，
f1pxq ď fpxq ď f2pxqおよび

ş1

0
pf2pxq ´ f1pxqqdx ă εとなる階段関数 f1, f2を取れる．こ

れより，(2)が成立することが導かれる．複素数値関数については，値を実部と虚部に
分けて考えればよい．(2)ñ(1)については，同様に，階段関数を連続関数によって上下
近似してやればよい．

(3)ñ(2) 周期 1の複素数値リーマン可積分関数 f が与えられているとする．ワイエル
シュトラスの近似定理より，fは複素三角多項式，つまり，k P Zについて e2πikx型の関
数たちの有限線形結合によって任意に近似できる．与えられた ε ą 0について，複素三
角多項式Ψで，任意の x P r0, 1sについて |fpxq ´Ψpxq| ă εなるものを取る．このとき，

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 1

0

fpxqdx ´
1

N

ÿ

năN

fpxnq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 1

0

pfpxq ´ Ψpxqqdx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 1

0

Ψpxqdx ´
1

N

ÿ

năN

Ψpxnq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

N

ÿ

năN

pΨpxnq ´ fpxnqq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď 3ε

であり，最初と最後の項はN に関わらず ε以下の値であり，第 2項は，十分大きいN
について ε以下となる． □
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2.2. バーコフのエルゴード定理. 実数列 pxnqnPNを時間経過によって，実数がx0, x1, x2, . . .
と刻々と変化していく過程を表しているものと考える．定理 16 (2)の式の左辺は，この
変化していく入力に対する f の値の時間平均 (time average)を表しており，右辺は f の
値の空間平均 (space average)を表す．つまり，実数列 pxnqnPNが法 1一様分布であると
は，この列が与える連続関数の値の時間平均が空間平均と一致するということである．
これを力学系の観点から見直そう．連続関数 T : r0, 1s Ñ r0, 1sが与えられており，実

数 x P r0, 1sの T による軌道 x, T pxq, T 2pxq, T 3pxq, . . . を考えよう．たとえば定理 16よ
り，xが b進正規であるということは，T pzq “ rbzsおよび任意の連続関数 f について，
以下の「時間平均“空間平均」が成立するということである．

lim
NÑ8

1

N

ÿ

năN

fpT npxqq “

ż 1

0

fpxqdx.

以下，λで r0, 1s上のルベーグ測度を表すものとする．関数 T : r0, 1s Ñ r0, 1sが保測
(measure-preserving)であるとは，任意の区間 J Ď r0, 1sについて，λpJq “ λpT´1rJsq

であることを意味する．

例 17. 自然数 b P Nについて，T pxq “ rbxsによって定義される関数T : r0, 1s Ñ r0, 1sは
保測である．なぜなら，区間J “ rp, qsが与えられたとき，T´1rJs “

Ť

kăbrpp`kq{b, pq`

kq{bsであるが，各区間 rpp ` kq{b, pq ` kq{bsの測度は λpJq{bであるから，T´1rJsの測
度は b ¨ µpJq{b “ λpJqである．

確率空間上の保測変換 T がエルゴード的 (ergodic)とは，任意の T -不変可測集合が測
度 0または 1であることを意味する．関数 f が f ˝ T “ f を満たすとき，T -不変である
という．T がエルゴード的であることと，T -不変な自乗可積分関数は全て定数であるこ
とは同値である．

命題 18. 自然数 b ě 2について，T pxq “ rbxsによって定義される関数T : r0, 1s Ñ r0, 1s

はエルゴード的である．

Proof. f を T -不変な自乗可積分関数とすると，f P L2 なので，フーリエ級数展開で
きる．これを fpxq “

ř

nPZ cne
2πinx と表す．f の T -不変性より，fpxq “ fpT pxqq “

ř

nPZ cne
2πibnxを得るから，任意の nについて cbn “ cnを得る．一方，パーセバルの等

式より，

}f}22 “

ż 1

0

|fpxq|2dx “
ÿ

nPZ

|cn|2 ă `8

を得るが，任意の nについて cbn “ cnであることと最後の不等式を比較すると，n “ 0
について，cn “ 0であることを得る．したがって，fpxq “ c0となり，定数であること
が分かる．エルゴード性の自乗可積分関数による特徴付けにより，これは T がエルゴー
ド的であることを導く． □
バーコフのエルゴード定理 (Birkhoff’s ergodic theorem)とは，確率空間X 上のエル

ゴード変換 T と可積分関数 f P L1pXqが与えられたとき，殆ど全ての点 xは「時間平均
“空間平均」を表す上式を成立させる，というものである．それでは，具体的には，一
体如何なる実数が「時間平均“空間平均」を成立させるだろうか．実数 x P r0, 1sの 2
進展開 0.x0x1x2 . . . の小数点以下 n桁目までの部分 x0x1x2 . . . xn´1を x æ nによって表
していたことを思い出そう．

定理 19. 実数 x P r0, 1sについて，以下の条件は同値である．
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(1) xは圧縮不可能である．つまり，

pDc P Nqp@n P Nq Kpx æ nq ě n ´ c.

(2) 任意の計算可能1なエルゴード変換 T : r0, 1s Ñ r0, 1sおよび下半計算可能2関数
f : r0, 1s Ñ r0, 1sについて，下式が成立する．

lim
NÑ8

1

N

ÿ

năN

fpT npxqq “

ż 1

0

fpxqdx.

定理 14より，チャイティンの Ωは圧縮不可能であったことを思い出そう．したがっ
て，Ωは上式の「時間平均“空間平均」を成立させる．特に，命題 18より，Ωは絶対
正規数である．このように，Ωは，あくまで最適マシンの停止確率というただの特殊な
実数であったが，通常の意味でランダムとおぼしき性質は一通り満たしてしまう．
通常の確率論では “具体的なランダム列”に言及することはまず無いと言ってよいと

思うが，アルゴリズム的ランダム性の理論では，このようにしてΩのような “具体的な
ランダム列”の理論を展開していく．

1関数 g : r0, 1s Ñ r0, 1sが計算可能 (computable)とは，それを任意精度で有理近似するコンピュータ・
プログラムが存在することである．有理近似とは，我々のコンピュータは実数には直接アクセスできない
が，たとえば，入力実数 xの任意精度情報を得ることができる，ということである．つまり，入力 xと
要求精度 2´d に対して，我々は |x ´ p| ă 2´d なる何らかの有理数 pを受信できる．
もう少し詳細には，関数 gが計算可能とは，入力実数 xと出力精度 2´eが与えられており，「入力値を

精度 2´dで近似する有理数を要求する」命令を自由に用いてよいとしたとき，|gpxq ´ r| ă 2´eとなるよ
うな有理数 rを返すプログラム P が存在する，ということである．
この計算可能性の定義を任意の可分距離空間に一般化できることは明らかであろうが，現代的には，関

数の計算可能性は，距離化不可能空間を含む，より一般の空間における抽象的な方式で定義されている．
2関数h : r0, 1s Ñ r0, 1sが下半計算可能 (lower semicomputable)とは，ある計算可能関数 g : Nˆr0, 1s Ñ

r0, 1sが存在して，任意の x P r0, 1sについて fpxq “ supnPN gpn, xqとなることを意味する．r0, 1s上の任
意の計算可能関数は連続であり，下半計算可能関数は下半連続である．


