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§ 1. TREEp3qと呼ばれる超巨大数

1.1. まえがき

TREEp3qと呼ばれる巨大な数の話をしよう．これは，組合せ論におけるクラスカルの木の定理

(Kruskal’s tree theorem)と呼ばれる定理の研究の過程で発見された，途方もなく巨大な数である．

数学における巨大な数というと，グラハム数が有名であり，これもまたラムゼー理論と呼ばれる組

合せ論の一分野で用いられたものである．グラハム数は

「数学の証明で使われたことのある中で最も大きい数」

としてギネス記録になっていることで広く知られている．しかし，そのギネス記録のグラハム数な

ど比べ物にならないほど巨大な数が，TREEp3qである．

グラハム数（ギネス記録） ! TREEp3q.

特にギネス記録申請していないためなのかどうか理由は知らないが，TREEp3qは残念ながらギ

ネスブックには載っていない．とはいえ，ある問題の解の上界として与えられたに過ぎないグラハ

ム数よりは，ある数学的命題の厳密値として得られる TREEp3qの方が，数学的に本質的な数であ

るとも言える．

余談であるが，TREEp3qはギネスブックには載っていないものの，TREEp3qの発見者である

ハーヴェイ・フリードマン (Harvey Friedman)は別のギネス記録を所持している．青年フリード

マンは，18歳の時点で既にマサチューセッツ工科大学において数学の博士号を取得し，直後にス

タンフォード大学の哲学科の助教授となった．これにより，フリードマンは「世界最年少・18歳教

授」という当時のギネス記録となったのである．

とにかく，数学の話に戻ろう．グラハム数はあからさまに巨大数として定義されるが，TREEp3q

を一見して巨大な数だと気づく人はほとんどいないだろう．TREEp3qは極めて簡単に定義された

ごく普通の数を装っているが，実は，この世のほとんどの人間が想像だにしたことのない途方もな

く巨大な数となる．この事実は，数多くの人々に衝撃を与えた．この巨大数 TREEp3q が有名に

なった切っ掛けは，おそらく Numberphileという YouTubeチャンネルが 2017年 10月に投稿し

た TREEp3qに関する動画*1であり，2020年 4月現在において，この動画は 91万回以上再生され

ている．無論，これから語る数に比べれば，91万など微小な数であるが．

さて，巨大数 TREEp3qは，ただただとてつもなく巨大な数，というだけではなく，その背後で

様々な数学の分野（組合せ論，順序数論，証明論，抽象代数など）が入り混じっており，学術的に

も非常に興味深い数である．本講義では，この巨大数 TREEp3qの面白さを伝えることを目指して

いきたい．

*1 Numberphile, The Enormous TREE(3), https://www.youtube.com/watch?v=3P6DWAwwViU
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1.2. グラフ理論の基本用語

さて，それでは本題の TREEp3qとは一体なんであろうか．TREEというからには，「木」に関

する数である．これを説明するために，まずはグラフ理論の用語から導入する必要がある．グラフ

理論において，木 (tree)とは，閉路を持たない連結な無向グラフを意味する．

たとえば，上図の左は木であるが，右はループを持つので木ではない．本稿では，木と言った場

合に，空でない有限の根付き木 (rooted tree)を表すことにする．つまり，頂点数は 1以上だが有限

であり，常に根 (root)と呼ばれる頂点が 1つ指定されている．第 1節では，木を描くときに，木

の根は必ず最上位に配置することにする．

木の各頂点はしばしばノード (node)と呼ばれる．辺で繋がったノードについて，根に近い側を

親ノードと呼び，根から遠い側を子ノードと呼ぶ

子

親

子子

ノード σと τ に最も近い共通の祖先は σ^τ と書かれる．この σ^τ は，σと τ の下限 (infimum)

と呼ばれる．

σ ^ τ

σ τ

γ

σ ^ τ

σ τ

ノード σ と τ について，上図の青線で描かれるように，σ, τ からどんどん親ノードに遡ってゆ

き，最初の共通祖先となるノードが下限 σ ^ τ である．上の右図においては，ノード γ もまたノー

ド σ と τ の共通祖先であるが，より近い共通祖先がいるので，γ は σ と τ の下限ではない．

また，σ が τ の祖先であるとき，σ Ă τ と書く．σ Ă τ または σ “ τ であるとき，σ Ď τ と書

く．これは，σ ^ τ “ σ となっていることと同値である．

σ Ď τ ðñ pσ Ă τ or σ “ τq ðñ σ ^ τ “ σ.

根付き木のグラフ構造は，木のノードの集合 T と上記のデータ Ďから一意に復元できる．この

ため，以後は，根付き木とは対 pT,Ďqを指すことと考える（これは，根付き木を有向グラフと考え
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ることと同等である）．ただし，しばしば Ďは省略して，単に T と書く．3つ組 pT,Ď,^qは下半

束 (lower semilattice)と呼ばれるものになっているが，詳細は省略する．

■下半束埋め込み: 本稿において鍵となる概念が，下半束埋め込み，略して ^-埋め込みと呼ばれ

るものである．関数 h : S Ñ T が単射 (injective)であるとは，

p@σ, τ P Sq rσ “ τ ùñ hpσq “ hpτqs

であることを意味する．木 S, T 上の関数 h : S Ñ T が下半束の準同型，略して ^-準同型 (inf-

homomorphism)とは，順序 Ďと下限 ^を保つことを意味する．つまり，以下の 2条件を満たす

ことを意味する．

p@σ, τ P Sq rσ Ď τ ùñ hpσq Ď hpτqs,

p@σ, τ P Sq hpσ ^ τq “ hpσq ^ hpτq.

単射であるような ^-準同型のことを，下半束埋め込み，略して ^-埋め込み (inf-embedding)と

呼ぶ．^-埋め込みの例をいくつか見ていこう．以下，紫矢印によって，左の木 S から右の木 T へ

の関数 h : S Ñ T を表す．

例 1.1. 次は ^-埋め込みの例であるが，下限を保つことが重要なので，左右の位置は入れ替わっ

ても問題はないという例になっている．

例 1.2. 次もまた ^-埋め込みの例であるが，必ずしも隣接ノードを隣接ノードに移す必要はない

という例になっている．

例 1.3. 次は，^-埋め込みではない例である．順序 Ďを保つ単射となっているが，下限 ^を保っ

4



ていない．

例 1.4. 少し左の木を変化を加えてみよう．次は，^-準同型であるが，^-埋め込みではない例であ

る．つまり，木を潰してしまっており，単射になっていない．

定義 1.5. 木 S, T について，S が T に ^-埋め込み可能 (inf-embeddable)であるとは，^-埋め

込み h : S Ñ T が存在することを意味する．S が T に ^-埋め込み可能であるとき，S ĺ T と

書く．

たとえば，例 1.4の紫矢印で表される関数は，^-埋め込みではないが，左の木は右の木に ^-埋

め込み可能である．具体的には，左の木の根の行き先を右の木の根に変えればよいだけである．

1.3. 埋め込み不可能列の長さ

この ^-埋め込み可能性に関する重要な定理が，クラスカルの木の定理と呼ばれるものである．

歴史的背景やその証明は第 3節以降で述べるが，クラスカルの木の定理とは，次の主張である．

定理 1.6 (クラスカルの木の定理). 次の条件を満たす木の無限列 T1, T2, T3, . . . は存在しない．

p@m,nq rm ă n ùñ Tm ł Tns. (1)

式 (1)は，つまり，木 T1, T2, T3, . . . を並べていったとき，どの木も手前の木を ^-埋め込み不可

能であることを意味する．そして，クラスカルの木の定理は，無限長の ^-埋め込み不可能列は存

在しないことを述べる．つまり，どのように木 T1, T2, T3, . . . を並べていっても，どこかのタイミ

ングで必ず，手前の木を ^-埋め込み可能であるような木 Tn が現れる．このように，^-埋め込み

不可能列の長さが有限であることは保証されるのであるが，しかし，有限とはいっても実際にどれ

くらいの長さになり得るか，ということを調べるのは重要である．
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これを見積もるために，木 Ti の頂点数を高々 n ` iに制限することにしよう．この制限の下で，

最長の ^-埋め込み不可能列の長さを treepnqと書くことにする．

定義 1.7. 次の条件を満たす木の列 T1, T2, . . . , Tℓ が存在するような最大の ℓを treepnqと表す．

1. 任意の 1 ď j ă k ď ℓについて，Tj ł Tk である．

2. 任意の 1 ď i ď ℓについて，Ti の頂点数は高々 n ` iである．

具体的に，n “ 0, 1, 2のとき treepnqを計算してみよう．n “ 0のときには，Ti は頂点数 ď iの

木を選ばなければならない．しかし，頂点数 1 の木と頂点数 2 の木はそれぞれ一種類しか存在せ

ず，たとえば以下のように ^-埋め込み可能である．

実際，頂点数 1の木は，いかなる木にも ^-埋め込み可能である．したがって，長さ 2の ^-埋め

込み不可能列は存在しないから，
treep0q “ 1

である．つづいて，n “ 1のときであるが，Ti は頂点数 ď i ` 1の木を選ばなければならない．し

かし，初手の T1 として頂点数 1の木を選んでしまうと，先ほどと同様にして次の手を打てないか

ら，初手 T1 は頂点数 2の木を選ぶ必要がある．頂点数 3の木は 2種類あるが，どちらも頂点数 2

の木を ^-埋め込み可能である．

したがって，第 2手で頂点数 3の木を打つことはできない．頂点数 2の木についても同様である

から，第 2手として可能なのは頂点数 1の木のみである．

ł

先ほど見たように，頂点数 1の木は任意の木に ^-埋め込み可能であるから，これが限界である．

したがって，
treep1q “ 2

を得る．つづいて，n “ 2のときであるが，Ti は頂点数 ď i ` 2の木を選ばなければならない．し

たがって，初手 T1 として，頂点数 3の木を選ぶことができる．初期頂点数 3の ^-埋め込み不可能
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列の具体例を挙げよう．

ł ł ł ł

頂点数は 3, 4, 3, 2, 1なのでルール（定義 1.7の条件）を遵守している．上図について，左から右

への ^-埋め込み不可能性 łは，隣接していないものについても確認しなければならないことに注

意しよう．つまり，上図中の記号 łは両隣の木だけに掛かっているのではなく，両側すべての木

に対する主張である．次もまた初期頂点数 3の ^-埋め込み不可能列の具体例である．

ł ł ł ł

これについても，頂点数は 3, 4, 3, 2, 1なのでルール（定義 1.7の条件）は遵守している．両方と

も長さ 5の列であるが，実はこれが最長である．つまり，次を得る．

treep2q “ 5.

問題 1. treep2q “ 5であることの厳密な証明を与えよ．つまり，定義 1.7のルールを遵守する初

期頂点数 3の ^-埋め込み不可能列で，長さ 6以上のものは存在しないことを証明せよ．

それでは，つづいて treep3q も計算してみよう……と言いたいところであるが，この辺りから

treeの値は爆発的に膨れ上がるので，そう簡単に求めることはできない．しかし，それが大きいも

のになりそうだという感覚を掴むために，たとえば，初期頂点数 4の ^-埋め込み不可能列として，

以下のようなものを考えてみよう．

ł ł ł
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ł ł ł ł

ここで，上図における右下の木 T8 について，根から最初の分岐の間には 5つの頂点が省略され

ている．上図の木の頂点数は順に 4, 5, 6, 7, 8, 7, 6, 11であるから，ルールを遵守している．T8 から

6ステップ掛けて，根から順に頂点を 1つずつ落としていこう．このとき，T14 において，下図左

のようになり，さらに ^-埋め込み不可能列の作成を進めていく．

T14 “ ł

p14q

ł

p13q

ł

p13q

ここで p14qと書いている部分について，そこに 14個の頂点が省略されていることを意味する．

p13qと書いた部分についても同様である．よって，頂点数は順に 5, 18, 19, 18であるから，ルール

を遵守している．この ^-埋め込み不可能列は，またしばらく伸ばし続けられる．これを続けてい

けば，かなり長い ^-埋め込み不可能列が作れそうであると予想が付くだろう．実際に手を動かし

てみないと感覚は掴めないと思うので，試しに次を証明してみるとよい．

問題 2. treep3q ě 100であることを証明せよ．つまり，上記ルールを遵守する初期頂点数 4の ^-

埋め込み不可能列で，長さ 100以上のものが存在することを示せ．

実際には，このステップは 100を遥かに越すことができる．それでは，一体どれくらいの長さま

でこの ^-埋め込み不可能列の構成を続けることができるだろうか．その答えを知ると，少し驚く

かもしれない．2020年 4月現在，Googology wikiによれば

treep3q ě 844424930131960 » 844兆

という下界が与えられているようである．なんと，うまくやれば，上記のような ^-埋め込み不可

能列の構成は 844兆ステップ以上続けることができるのである！　一応，注意しておけば，本題の

TREEp3qはこの treep3qとは別物であり，TREEp3qの方が比べ物にならないほど巨大である．

さて，tree関数が爆発的に膨れ上がると聞いて，指数関数みたいなものかな，と予想する人もい

るかもしれない．しかし，実は，この tree関数は，指数関数だとか超指数関数だとかいうような
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甘っちょろい代物ではないのである（その程度の代物が，数学に現れる史上最大の数に関するギネ

ス記録を超えるはずがない！）．そういうわけで，tree関数の増大度についても語りたいところで

あるが，それよりも前に本題の TREE関数を導入することにしよう．

1.4. ラベル付き木

本題の TREEは，ただの木ではなく，ラベル付き木と呼ばれるものに関する数である．Lを集

合とする．L-ラベル付き木 (L-labeled tree) とは，木 T と関数 ℓT : T Ñ L の対 pT, ℓT q である．

たとえば，ℓT pσq “ Aであるとは，ノード σ に Aというラベルが付いていることを意味する．図

的に書くと，以下のようにノードに必ず何らかのラベルが付いているようなものである．

A

B

B

A

C

C

B A AB

今回はラベルを丸で括ったが，四角で括ることもある．左のラベル付き木を S とし，右のラベル

付き木を T としよう．筆者の好む記法を用いれば，S と T は以下のように表記することができる．

S “ B ˚ pA ` Bq, T “ C ˚

´

pA ˚ Bq `
`

C ˚ pB ` A ` Aq
˘

¯

.

これはラベル付き木の項表示というものであり，クラスカルの木の定理の証明を扱う際などに

便利である（第 3.2節を参照）．ただし，これはグーゴロジストが用いている記法とは異なること

に注意する．グーゴロジストの記法では，ラベル毎に括弧記号を割り当てる．たとえば，ラベル

A,B,C にそれぞれ括弧 pq, rs, tuを割り当てれば，S と T は以下のように表される．

S “ rpq, rss, T “ tprsq, trs, pq, pquu.

グーゴロジストの記法は，コンパクトであるため，具体例を弄る際には便利である．一方で，記

法に一般性がないため厳密な数学的証明には適さないという欠点はあるかもしれない．どちらの記

法も一長一短であるから，目的に応じて使い分けるとよい．

ラベル付き木の項表示について，もう少し詳細を説明すると，葉から順に帰納的に以下のように

して項を構成していく．

A ˚ pt1 ` t2 ` t3 ` ¨ ¨ ¨ ` tnq “

A

t1 t2 t3 . . . tn

たとえば，第 1.4節の最初で述べた木 T について，まずは項 t1 “ A˚B と t2 “ C ˚ pB `A`Aq

を構成して，次に項 T “ C ˚ pt1 ` t2qを得たと考えると分かりやすい．
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問題 3. 以下の 2つのラベル付き木の項表示を与えよ．

c

a

b c

c

d a

a

a

b

a d

c c b

■ラベル付き木の ^-埋め込み: 木の ^-埋め込み（下半束埋め込み）は，順序 Ďと下限 ^を保つ

単射であった．ラベル付き木の ^-埋め込みは，さらにラベルを保つことを要求する．つまり，以

下のように定義する．

定義 1.8. S “ pS, ℓSq と T “ pT, ℓT q をラベル付き木としたとき，S から T への ^-埋め込み

(inf-embedding)とは，木の ^-埋め込み h : S Ñ T であって，次の条件を満たすものである．

p@σ P Sq h
`

ℓSpσq
˘

“ ℓT
`

hpσq
˘

.

S から T への ^-埋め込みが存在するとき，S ĺ T と書く．

例 1.9. 次は木の ^-埋め込みにはなっているが，ラベル付き木の ^-埋め込みにはなっていない例

である．

a

b c

a

cb

c a a b

上の埋め込みを分析すると，順序 Ďと下限 ^は保っているが，ラベルは保っていない．具体的

には，ラベル aのノードをラベル bのノードに，ラベル bのノードをラベル aのノードに移してし

まっている．

例 1.10. 次はラベル付き木の ^-埋め込みの例である．つまり，順序 Ď, 下限 ^, ラベルをすべて

保っている．

a

b c

a

cb

c a a b

項表示を用いれば，a ˚ pb ` cq ĺ a ˚ pb ˚ pc ` a ` aq ` c ˚ bqと書くことができる．
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問題 4. 以下の各不等式が成立するかしないかについて答え，その理由について説明せよ．

1. b ˚ pa ` aq ĺ b ˚ a ˚ pa ` aq.

2. b ˚ pa ` a ˚ bq ĺ b ˚
`

a ˚ pa ` bq ` b ˚ a
˘

.

3. c ˚ pa ` b ` cq ĺ a ˚
`

a ˚ pa ` b ` cq ` b ˚ pa ` b ` cq ` c ˚ pc ` c ` cq
˘

.

4. a ˚
`

b ˚ pc ` dq
˘

ĺ c ˚ a ˚

´

b ˚
`

b ˚ pa ` aq ` b ˚ pc ` aq ` d ˚ c
˘

` d
¯

.

これで，TREEpnqを定義する準備は整った．以後，t0, 1, . . . , n ´ 1u-ラベル付き木のことを n-

ラベル付き木と呼ぶことにする．クラスカルの木の定理（定理 1.6）は n-ラベル付き木についても

成立する．

TREEpnqとは，各 Ti の頂点数が高々 iであるような最長の n-ラベル付き木の ^-埋め込み不可

能列 T1, T2, . . . , Tk の長さである．

定義 1.11. TREEpnqとは，次の条件を満たす n-ラベル付き木の列 T1, T2, . . . , Tℓ が存在するよ

うな最大の ℓを表す．

1. 任意の 1 ď j ă k ď ℓについて，Tj ł Tk である．

2. 任意の 1 ď i ď ℓについて，Ti の頂点数は高々 iである．

ここで，tree とは異なり，Ti 頂点数は n ` i ではなく i であることに注意する．したがって，

TREE の場合，初手は常に頂点数 1 である．tree と同様に，TREE は n “ 0, 1, 2 のときには小

さい．まず，n “ 0のとき，0-ラベル付き木は存在しないので，TREEp0q “ 0である．n “ 1の

ときには，1-ラベル付き木とはただの木であると思えるので，TREEp1q “ treep0q “ 1が分かる．

n “ 2の場合には，0, 1˚1, 1または 1, 0˚0, 0が最長の^-埋め込み不可能列であり，TREEp2q “ 3

である．

0 ł 1

1

ł 1 1 ł 0

0

ł 0

これまでと同様に，図中の ^-埋め込み不可能性の記号 ł は左右両隣だけでなく，列の中の左

右両側すべてに掛かっている．このように，初手の頂点数 1 というのがなかなかネックであり，

TREEはあまり大きな値を取らないように見える……と思いきや，TREEp3qで爆発する．その片
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鱗を少しだけお見せしよう．以下が，3-ラベル付き木の ^-埋め込み不可能列の例である．

2 ł 1

1

ł 1

0 0

ł 1

0

0 0

ł 1

0

0

0

0

ł 0

0

1

0

0

0

ł 0

1 1 1

0

0

0

ł 0

1 1 0 0

0

0

0

ł 0

1 0 0 0 0

0

0

0

ł 0

1 0 0 0

0

0

0

0 0

ł 0

1 00 0

0

0

0

0 0 0

ł . . . treep3q ´ 2 step . . . ł 0

1 00 0

0

0

0

ここで，T12 から始まる treep3q ´ 2ステップの詳細について説明する．1-ラベル付き木がただの

木に他ならないことを利用すると，青色でハイライトした部分項 0 ˚ p0 ` 0 ` 0qは頂点数 4の木だ

と思える．このとき，treep3qの定義から，頂点数 4の木 0 ˚ p0 ` 0 ` 0qを初手とする長さ treep3q

の ^-埋め込み不可能列が存在する．この埋め込み不可能列の最後の手が頂点数 1の木であること

は明らかである．よって，初手 0 ˚ p0 ` 0 ` 0qかつ最終手 0となり，この中間には treep3q ´ 2ス

テップがあるはずである．

一応，T12 以降のステップの中に T11 以前の木を ^-埋め込みできないことを確認する必要はあ

る．しかし，T12 以降のステップで変化するのは青色ハイライト部分だけであり，しかもラベルは

0しか用いないということを利用すれば，^-埋め込み不可能性は容易に示せる．

以上より，^-埋め込み不可能列は treep3qステップ以上に伸びているから，この時点で既に

TREEp3q ą treep3q ą 844兆

は導かれている．しかし，^-埋め込み不可能列はまだまだ伸ばすことができる．まず，上図の右下

の木は Ttreep3q`10 である．したがって，次の手 Ttreep3q`11 として，頂点数 treep3q ` 11の木を出
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すことができる．たとえば，以下のように進んでもよい．

ł 0

1 1

0

0

0

0

0

0

0

0 0 0 . . . 0

ptreep3q ` 1q

ł . . . treeptreep3q ` 1q ´ 2 step . . . ł 0

1 1

0

0

0

0

0

0

0

この中間ステップも先ほどと同様である．青色でハイライトした部分は，頂点数 treep3q ` 2の

1-ラベル付き木であるから，この青色部の中だけで，1-ラベル付き木の長さ treeptreep3q ` 1qの ^-

埋め込み不可能列を作ることができる．したがって，ここまでの議論だけでも，

TREEp3q ą treeptreep3qq ą tree(844兆)

が分かる．したがって，treeが途方もない急増大関数であることを示せれば，TREEp3qが如何に

巨大であるかを納得できることであろう．もちろん，上記の構成手続きを続ければ，TREEp3qは

さらに巨大であることを示せる [1]が，本稿の目的としては，とりあえずこれで十分である．しか

し，ここまでの議論を理解できたかの確認のために，次を演習問題としておこう．

問題 5. TREEp3q ą treeptreeptreep3qqqを示せ．

§ 2. TREEp3qはどれくらい大きいのか？

前節の議論より，後は tree の分析をするのみで，TREEp3q の下限を得ることができる．まず

は，TREEp3q を冒頭で述べたギネス記録の「グラハム数」と比較してみよう．これについては，

TREEp3qがグラハム数を圧倒的に凌駕し，それがあまりにも圧倒的すぎるので，「TREEp3q ąグ

ラハム数」の証明は難しくない．ところで，比較にならないほど大きいことを「桁違いに大きい」

と形容することがあるが，この次元となると，桁という概念がもはや意味をなさない．このことを

理解するためにも，グラハム数は良いトピックである．それでは，グラハム数とは何かについて説

明していこう．

2.1. クヌースの矢印記法

グラハム数の導入のために，人類が「新しい演算」を創造していく過程をシミュレートしよう．

まず，自然数 xが与えられたとき，「xの次」である数が何であるかを知っているとしよう．する

と，「xの次の次」や「xの次の次の次」などを考えることができる．しかし，いくつも「の次」と

いう文字を書くのは億劫なので，x の y 個次の数を x ` y と書くことにしよう．こうして，人類

は，「足す」という演算を生み出した．

x ` y “ xの次の次の次 . . . の次の次
loooooooooooooomoooooooooooooon

y 個
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このように「足す」という演算を知った人類は，x` x` xや x` x` x` x` xのように xを何

度も足す，という演算が有用であることに次第に気づき始める．これを簡潔に表すために，人類は

「掛ける」という演算を次のように定義した．

x ¨ y “ x ` x ` ¨ ¨ ¨ ` x ` x
looooooooooomooooooooooon

y 個

そして，「掛ける」という演算を知った人類は，x ¨ x ¨ xのように xを何度も掛ける，という演算

の有用性に気づく．そして「累乗」という演算を次のように定義した．

xy “ x ¨ x ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ x ¨ x
loooooooomoooooooon

y 個

すると，自然に xxx

や xxxx

のようなものを考える人も現れる．上方向にたくさん添字が付くの

は見づらいので，xy のことを今後は x Ò y と書くこととしよう．たとえば，xxx

は x Ò px Ò xqで

あり，xxxx

は x Ò px Ò px Ò xqqである．また，以下，括弧は省略し，これらの演算は右から順に

適用するものとする．さて，累乗でも飽き足らない一部の人類は，「テトレーション*2」という演

算を編み出した．
x ÒÒ y “ x Ò x Ò . . . Ò x Ò x

loooooooooomoooooooooon

y 個

飽くなき人類は，更なる演算「ペンテーション」を定義する．

x ÒÒÒ y “ x ÒÒ x ÒÒ . . . ÒÒ x ÒÒ x
looooooooooooomooooooooooooon

y 個

より一般に，クヌースの矢印記法 (Knuth’s arrow notation)というものは以下によって定義さ

れる．
x Òn`1 y “ x Òn x Òn . . . Òn x Òn x

looooooooooooomooooooooooooon

y 個

指数関数 Òの段階で，指数爆発と呼ばれるほどに急増大する．そして，矢印の階層を 1段駆け上

がるだけで，その増大速度は急加速する．歴史的には，1925年にヒルベルト (David Hilbert)が再

帰法の概念を解説するために例示したものが，この演算の階層の初出であると思われる．さて，こ

れで，グラハム数を定義する準備は整った．

定義 2.1. 次のように関数 Gpnqを再帰的に定義する．

Gp0q “ 4, Gpn ` 1q “ 3 ÒGpnq 3.

このとき，Gp64qのことをグラハム数 (Graham’s number)と呼ぶ．

*2 テトレーションを「超冪」と訳す（これは super-exponentiationの訳なのだろうか？）という人が極小数いるよう
だが，その訳語は決して勧めない（ネット起源の訳語だろうか？ テトレーションを「超冪」と訳している専門的文献
は見たことがないと思う．「超指数」と訳すならばまだ良いと思うが）．「超冪」という言葉は，遥かに数学的に重要
な別概念である ultrapowerの訳語として用いられている．
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グラハム数は，あくまでラムゼー理論のある未解決問題の上界として与えられたものであり，い

かなる意味でも，数学的に本質的な数ではない．したがって，たとえばなぜ 64なのか，などといっ

た意味を考えても徒労に終わる．

クヌースの矢印表記の階層（ヒルベルトの階層）は定義が単純明快であるが，少し分析をしづら

い．このため，クヌースの矢印表記よりは分析が容易な，急増加階層 (fast-growing hierarchy)と

呼ばれる自然数上の関数の階層を導入しよう．その有限段階は，以下によって定義される．

f0pxq “ x ` 1,

fn`1pxq “ fn ˝ fn ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ fn
loooooooomoooooooon

x 個

pxq,

fωpxq “ fxpxq.

具体的に，急増加階層の最初のステップを記述してみると，

f1pxq “ 2x, f2pxq “ 2xx ě 2 Ò x

であることが分かる．一般に，急増加階層とクヌースの矢印表記を比較してみると，以下を得る．

fn`2pxq ě 2 Òn 2 Òn . . . Òn 2 Òn
loooooooooooomoooooooooooon

x 個

x ě 2 Òn`1 x.

問題 6. 任意の自然数 x ě 3について，2 Òn`1 x ě 3 Òn 3となることを示せ．

急増加関数の階層の発想は，さらに先のステップに進めることができる．たとえば，各自然数

n P Nについて，以下のような関数 fω`n : N Ñ Nを定義できることは明らかであろう．

fω`n`1pxq “ fω`n ˝ fω`n ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ fω`n
loooooooooooooomoooooooooooooon

x 個

pxq,

fω`ωpxq “ fω`xpxq.

記号 ωは何なのかと思うかもしれないが，現段階では，ただの形式的な記号列だと思ってもらっ

ていい．重要なことは，上で定義した fα が自然数上の関数であること，つまり有限の値を入力す

れば有限の値を出力するということである．

それでは，急増加関数を用いて，グラハム数の上界を与えよう．

命題 2.2. Gp64q ă fω`1p64q.

Proof. まず，fω`1p64qは，以下のような数列から得ることができる．

F p0q “ 64, F pn ` 1q “ fωpF pnqq.

ここで，fω`1p64q “ F p64q である．帰納的に F pnq ě Gpnq ` 2 であることを示す．まず，

F p0q ě Gp0q ` 2は成立している．つづいて，上で述べた，急増加関数とクヌースの矢印記法の比
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較および帰納的仮定を用いれば，

F pn ` 1q “ fωpF pnqq ě fωpGpnq ` 2q ě 2Gpnq`1x ě 3 ÒGpnq 3 ` 2 “ Gpn ` 1q ` 2

を得る．よって主張は示された．

2.2. 関数 treeの増大度

グラハム数の定義は終えたので，それでは話を TREEp3qに戻そう．TREEp3qの下界を与える

ためには，関数 treepxqの分析をすればよいのであった．したがって，ふたたび木の話に入ること

にしよう．

さて，われわれが扱う木は根付き木であり，これまでは根は最上位に記述していた．しかし，今

後は，都合上，木を傾けたりしたいので，根を最上位に配置する代わりに，根を青い四角で表すこ

とにする．
“

上図の左側が新しい記法での根付き木の表記であり，右側がこれまでのように根を最上位に配置

した木である．根が指定されていれば，根をつまんで持ち上げることによって，われわれはいつで

も根を最上位に配置し直すことができる．

いま，自然数の nつ組 ā “ pan´1, an´2, . . . , a1, a0qで an´1 ą 0であるものが与えられている

としよう．このとき，次の木 Tā を考える．

pan´1 ´ 1q pan´2q pa1q pa0 ´ 1q

括弧内の値は，省略されている頂点数を表す．木 Tā の頂点数は

an´1 ` an´2 ` ¨ ¨ ¨ ` a1 ` a0 ` 2n ´ 2

であることに注意する．たとえば，p3, 2qおよび p1, 0, 1, 0qに対応する木はそれぞれ以下である．

3 2 1 1

ここで，数列の値をコードしている部分を紫色でハイライトしている．もう少し分かりやすい例

を挙げておけば，p1, 3, 2, 0, 1, 2qに対応する木は以下である．

1 3 2 1 2

上の説明では少し分かりにくいが，長さ 1の列 paqの場合には，pa ´ 1q個の頂点の他に左右両

端の頂点を含むので，頂点数 a ` 1の直線状の木となる．また，例外として列 p0qを認めることに
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すると，Tp0q は頂点数 1の木である．数列 āの最初の項目が正でない場合には，最初に正の数が現

れるまで飛ばして読むことにする．たとえば，Tp0,3,1q “ Tp3,1q および Tp0,0,0,2,2q “ Tp2,2q である．

いま，tree 関数の定義において，利用してよい木の種類を大幅に制限することにしよう．まず

は，長さ k ` 1以下の数列 āに関する Tā のみを利用してよい，という制限を与えよう．このよう

な限られた木だけを用いた場合の初期頂点数 n ` 1の ^-埋め込み不可能列の最大長を treekpnqと

表す．

定義 2.3. 次の条件を満たす木の列 T1, T2, . . . , Tℓ が存在するような最大の ℓを treekpnqと表す．

1. 任意の 1 ď i ă j ď ℓについて，Ti ł Tj である．

2. 任意の 1 ď i ď ℓについて，Ti の頂点数は高々 n ` iである．

3. 任意の 1 ď i ď ℓについて，長さ k ` 1以下の数列 āが存在して，Ti “ Tā である．

使える木が少ないのだから，明らかに

j ď k ùñ treejpnq ď treekpnq ď treepnq

である．実際，treekpnqは treepnqとは比べ物にならないほど遥かに小さい．しかし，それでも，

グラハム数という「ギネス記録」程度には差し迫る．

この treek 関数の分析のために便利な道具が辞書式順序である．

定義 2.4. 自然数のm組全体の集合 Nm 上の辞書式順序 (lexicographical order)とは，以下によっ

て定義される順序である: 自然数の m 組 x̄ “ px1, x2, . . . , xmq および ȳ “ py1, y2, . . . , ymq につ

いて，
x̄ ălex ȳ ðñ pDi ď mqp@k ă iq rxk “ yk ^ xi ă yis

とし，x̄ ălex ȳ または x̄ “ ȳ であるとき，x̄ ďlex ȳ と書く．

辞書式順序という名の由来は，辞書における語句の記載順のように，現れる文字を先頭から順に

見ていき，最初に違いが現れたところで順序比較をするためである．つまり，「あいうえお順」に

0, 1, 2, . . . と数字を割り当てていくと，通常の辞書に語句が現れる順序は，上の辞書式順序で定義

されるものと全く同一である．

Nm 上の辞書式順序の順序型は，ωm と表記される．この辞書式順序に注目しているときは，各

pam´1, am´2, . . . , a1, a0q P Nm を形式的に

ωm´1 ¨ am´1 ` ωm´2 ¨ am´2 ` ¨ ¨ ¨ ` ω ¨ a1 ` a0

と表し，しばしば ďlex を単に ďと書くことがある．
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補題 2.5. 長さmの任意の自然数列 ū, v̄ について，以下が成立する．

v̄ ălex ū ùñ Tū ł Tv̄.

Proof. Tū から Tv̄ への ^-埋め込みが与えられたと仮定する．これが下限 ^を保つためには，分

岐ノードを分岐ノードに移さなければならない．

もし v̄ “ pv1, . . . , vmqの最初の項目 v1 が 0であって，ū “ pu1, . . . , umqの最初の項目 u1 が正な

らば，木 Tv̄ の方が木 Tū より分岐ノードの個数が少ないので，^-埋め込みが存在しないことがわ

かる．したがって，帰納的に，ūと v̄ の最初の項目が共に正であると仮定できる．

ūと v̄ の最初の項目が共に正である場合には，木 Tū と木 Tv̄ の分岐ノードの数は等しい．仮定

より v̄ ălex ūなので，vi ă ui となる最初の iを取る．^-埋め込みは，Tū の分岐ノードを木 Tv̄ の

分岐ノードに順番通りに移す．また，^-埋め込みは順序を保つことから，Tū におけるこの中間部

は，Tv̄ における中間部に移される．

ui vi

この中間部において，Tū の頂点数は ui であり，Tv̄ の頂点数は vi である．しかし，^-埋め込みは

単射であるから，ui ą vi より，これは不可能である．i “ 1,mの場合には，コード部が分岐ノー

ドに囲まれていないが，議論は同様である．

一般に，木の ^-埋め込み可能性のチェックは容易ではないが，数列の辞書式順序での比較は容

易である．補題 2.5の便利なところは，辞書式順序で手前に来るものをどんどん選んでいくことに

より，それが ^-埋め込み不可能列となっていることが保証されるということである．

以下，ā “ pa1, . . . , akqに対する木 Tā を ra1, . . . , aksと書くことにする．それでは，treek 関数

の増大度の評価に入ろう．

命題 2.6. 任意の自然数 k, nについて，以下の不等式が成立する．

tree1p2n ` 1q ą n2, treek`1p2n ` 1q ě treek ˝ treek ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ treek
looooooooooooooomooooooooooooooon

n 個

pnq
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証明. まず，tree0pnqを求める．初手の頂点数は n ` 1であり，ルールを遵守する ^-埋め込み不

可能列のうちでは，明らかに

rns Ñ rn ´ 1s Ñ rn ´ 2s Ñ ¨ ¨ ¨ Ñ r1s Ñ r0s

が最大長のものであるから，その長さは tree0pnq “ n ` 1である．

つづいて，treek`1 について考察する．treekpnq の値を実現する ^-埋め込み不可能列の初手を

ā “ ra1, . . . , aksとする．定義より，この頂点数は n ` 1である．

ā “ ra1, . . . , aks Ñ ¨ ¨ ¨ Ñ rci, . . . , cks Ñ ¨ ¨ ¨ Ñ r0s
loooooooooooooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooooooooooooon

treekpnq ステップ

.

まず，木 rn, ās :“ rn, a1, . . . , aksの頂点数が 2n` 2であることを容易に確認できる．それでは，

treek`1p2n ` 1q の下限を求めてみよう．木 rn, ās の頂点数は 2n ` 2 であったから，初手として

T1 “ rn, ās を取ることができる．そして，ā の選択より，treekpnq ステップ掛けて，rn, ās から

rn, 0, 0, . . . , 0sに辿り着く．

rn, ās Ñ ¨ ¨ ¨ Ñ rn,

pi´1q 個
hkkikkj

0, . . . , 0, ci, . . . , cks Ñ ¨ ¨ ¨ Ñ rn,

k 個
hkkkkikkkkj

0, 0, . . . , 0s
loooooooooooooooooooooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooooooooooooooooooooon

treekpnq ステップ

.

次に，treekptreekpnqqの値を実現する ^-埋め込み不可能列の初手を ā1 とする．

ā1 Ñ ¨ ¨ ¨ Ñ rc1
j , . . . , c

1
ks Ñ ¨ ¨ ¨ Ñ r0s

loooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooon

treekptreekpnqq ステップ

.

先ほどと同様にして，木 ā1 の頂点数は treekpnq `1であり，木 rn´1, ā1sの頂点数は treekpnq `

n ` 1 である．また，任意の v̄ について，pn, v̄q ąlex pn ´ 1, āq であるから，補題 2.5 より，

rn, v̄s ł rn ´ 1, āsである．したがって，木 rn ´ 1, ā1sを第 treekpnq ` 2手で打つことができる．

そして，ā1 の選択より，treekptreekpnqqステップ掛けて，rn ´ 1, ā1sから rn ´ 1, 0, 0, . . . , 0sに辿

り着く．

rn,

k 個
hkkkkikkkkj

0, 0, . . . , 0s Ñ rn ´ 1, ā1s Ñ ¨ ¨ ¨ Ñ rn ´ 1,

pj´1q 個
hkkikkj

0, . . . , 0, c1
j , . . . , c

1
ks Ñ ¨ ¨ ¨ Ñ rn ´ 1,

k 個
hkkkkikkkkj

0, 0, . . . , 0s
loooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooon

treekptreekpnqq ステップ

.

これを繰り返すことにより，非常に粗い評価であるが，以下を得ることができる．

treek`1p2n ` 1q ą

n
ÿ

i“1

treek ˝ treek ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ treek
looooooooooooooomooooooooooooooon

i 個

pnq

特に，tree0pnq “ n と上の不等式を合わせれば，粗い評価であるが，tree1p2n ` 1q ą n2 も得

る．
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以下は粗い評価であるが，急増加階層との比較をしておくと便利である．

命題 2.7. 任意の自然数 k および n ě 1について，以下が成立する．

treekp2knq ě fkpnq.

Proof. s ď 2について，主張は明らかに成立する．いま，漸化式 c2pnq “ 2n ` 1かつ ck`1pnq “

2ckpnq ` 1を解くと，以下を得る．

ckpnq “ 2k´1n ` 2k´1 ´ 1.

帰納的に treekpckpnqq ě fkpnqを示そう．命題 2.6より，tree1pnq ě n2 ` 1 ě 2n “ f1pnqも成

立する．したがって，命題 2.6と急増加階層の定義より，tree2p2n ` 1q ě f2pnqが成り立つ．

つづいて，k について主張が成立すると帰納的に仮定する．もし n ě k ならば，

ckpnq “ 2k´1n ` 2k´1 ´ 1 ď 2n ¨ n “ f2pnq ă tree2p2n ` 1q ď tree2ptree2pnqq ď tree3pnq

が成立する．帰納的仮定より，以下の不等式を得る．

fkpfkpnqq ď treek

´

ck
`

fkpnq
˘

¯

ď treek

´

ck
`

treekpckpnqq
˘

¯

.

いま，n ě 1ならば ckpnq ě kなので，特に treekpckpnqq ě kである．よって，前の 2つの不等

式を組み合わせると，以下を導くことができる．

fkpfkpnqq ď treek

´

tree3
`

treekpckpnqq
˘

¯

.

同様の議論より，一般に，以下の不等式を得る．

fk ˝ fk ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ fk
loooooooomoooooooon

k`1 個

pnq ď treek ˝ treek ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ treek
looooooooooooooomooooooooooooooon

2k`1 個

`

ckpnq
˘

.

したがって，命題 2.6と急増加階層の定義より，

fk`1pnq “ fk ˝ fk ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ fk
loooooooomoooooooon

n 個

pnq ď treek ˝ treek ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ treek
looooooooooooooomooooooooooooooon

2n 個

pckpnqq

ď treek`1

`

2ckpnq ` 1
˘

“ treek`1

`

ck`1pnq
˘

.

以上より，帰納法および n ě 1について ckpnq ď 2knであることを用いれば，目的の不等式が

導かれる．

命題 2.6と 2.7から得られる便利な帰結として，n ą 1に対する以下の不等式が得られる．

treenptree3pnqq ě treenptree2p2n ` 1qq ą treenpf2pnqq “ treenp2nnq ě fnpnq “ fωpnq.
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■数列の対: 数列に対応する木を考えることで，数列の長さに応じて急増加関数の階層を登るこ

とができた．さらに上のステップに進むために，次は数列の対に木を割り当てる．自然数の m組

ū “ pum´1, um´2, . . . , u0qと n組 v̄ “ pvn´1, vn´2, . . . , v0qが与えられたとき，その対を，

pū; v̄q “ pum´1, um´2, . . . , u0; vn´1, vn´2, . . . , v0q

と表すことにする．対 pū; v̄qのことをしばしば以下のように形式的に書く．

ωω`m´1um´1 ` ωω`m´2um´2 ` ¨ ¨ ¨ ` ωωu1 ` ωn´1vn´1 ` ωn´2vn ` ¨ ¨ ¨ ` ωv1 ` v0.

なぜわざわざこんなややこしい形式表記を考えるのかと思うかもしれないが，実は便利なことも

ある．それについては，後で説明する．さて，um ą 0であるとき，pū; v̄qに対する木 rū; v̄sを以

下のように定義しよう．

Tū Tv̄

ただし，点線部には木 Tū と Tv̄ が省略されている．さらに，Tū は左端の頂点を含んでおり，Tv̄

は中央の頂点と右端の根を含んでいる．少し分かりにくいかもしれないので，具体例を挙げよう．

たとえば，ωω ` ω2 ` ω2 “ p1; 1, 2, 0qに対応する木を書いてみると，以下のようになる．

r1s “ r1, 2, 0s “ r1; 1, 2, 0s “

もうひとつ例を挙げておけば，たとえば ωω`2 ` ω ` 1 “ p1, 0, 0; 1, 1q に対応する木は以下で

ある．

r1, 0, 0s “ r1, 1s “ r1, 0, 0; 1, 1s “

注意点として，右側が r0sであることが許される．たとえば，ωω`13 ` ωω “ p3, 1; 0qに対応す

る木は以下のように与えられる．

r3, 1s “ r0s “ r3, 1; 0s “

それでは，今度は，rū; v̄sの形の木しか利用してはいけない，という制約を加えることにしよう．

ただし，ūは長さ k 以下の列であり，v̄ は如何なる長さでも良い，という制限を加える．この条件
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の下での，^-埋め込み不可能列の最大長を与える関数を treeω`k と定義する．任意の自然数 iおよ

び j ď k について，以下が成立する．

treeipnq ď treeω`jpnq ď treeω`kpnq ď treepnq.

この関数の分析のために便利な道具は，ふたたび辞書式順序である．有限列の対 pū0; ū1q, pv̄0, v̄1q

が与えられたとき，先頭に 0を加えることによって，ūi と v̄i は等しい長さであると仮定できる．

この仮定の下で，有限列の対の辞書式順序を次によって定義する．

pū0; v̄0q ălex pū1; v̄1q ðñ ū0 ălex ū1 or pū0 “ ū1 and v̄0 ălex v̄1q

元の有限列の辞書式順序 ălex を ăと略記すれば，上記の定義は，長さ 2の列に対する辞書式順

序の定義と全く同じであることが分かるだろう．このアイデアを拡張すれば，有限列の対だけでは

なく，有限列の有限列に対する辞書式順序も容易に導入でき，上の定義は辞書式順序の入れ子の特

殊なものに過ぎない．このように順序を入れ子にするという発想は順序理論においては極めて有用

であり，今後も活用していく．

さて，補題 2.5と同様の議論によって，次を示すことができる．

補題 2.8. 任意の自然数列の対 pū0; ū1q, pv̄0; v̄1qについて，以下が成立する．

pv̄0; v̄1q ălex pū0; ū1q ùñ rū0; ū1s ł rv̄0; v̄1s.

問題 7. 補題 2.8を証明せよ．

次もまた粗い評価であるが，われわれの目的には十分である．

命題 2.9. 任意の自然数 nについて以下が成立する．

treeω`1p2n ` 3q ě fω`1pnq.

Proof. n ď 1 の場合には明らかである．n ą 1 の場合には，まず，初手で木 rn ` 2; 0s を配置す

る．この木の頂点数は n ` 5 ď 2n ` 3であるから，この初手はルールを遵守している．次に，ā0

を tree3pnqを実現する列の初手の木とすると，これは頂点数 n ` 1である．

ā0 Ñ ¨ ¨ ¨ Ñ r0s
loooooooomoooooooon

tree3pnq ステップ

.

これについて，rn ` 1; ā0sは頂点数 2n ` 5であるから，第 2手として rn ` 1; ā0sを選べる．こ

こで，補題 2.8 より，rn ` 2; 0s ł rn ` 1; ā0s である．ここから tree3pnq ステップ掛けて，木を

rn ` 1; ā0sから rn ` 1; 0sに変化させていく．

rn ` 2; 0s Ñ rn ` 1; ā0s Ñ ¨ ¨ ¨ Ñ rn ` 1; 0s
loooooooooooooooooomoooooooooooooooooon

tree3pnq ステップ

.
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つづいて，第 tree3pnq ` 2手目の木を考えたい．ū0 を treenptree3pnqqを実現する列の初手の木

とする．命題 2.7の後に説明した不等式より，treenptree3pnqq ě fωpnqであるから，この列の長さ

は fωpnqを遥かに上回る．
ū0 Ñ ¨ ¨ ¨ Ñ r0s
loooooooomoooooooon

ě fωpnq ステップ

.

いま，ū0 の頂点数は tree3pnq ` 1である．n ě 3の場合には，ū0 は数列として長さ 3以上であ

るから，頂点を 2つ付加すれば，木 r1, ū0sを得る．第 tree3pnq ` 2手目として rn; 1, ū0sを取ると，

頂点数は tree3pnq ` n ` 6であるから，これはルールを遵守する．n “ 2の場合には，頂点を 3つ

付加して木 r1, 0, ū0sを得た後，同様の議論を行う．いま，列の組として pn ` 1; 0q ąlex pn; 1, ū0q

であるから，補題 2.8より，rn ` 1; 0s ł rn; 1, ū0sである．ここから treenptree3pnqq ě fωpnqス

テップを掛けて，木を rn; 1, ū0sから rn; 1, 0, . . . , 0sに変化させていく．ここで，0の個数は ū0 の

長さと等しい．
rn ` 1; 0s Ñ rn; 1, ū0s Ñ ¨ ¨ ¨ Ñ rn; 1, 0, 0, . . . , 0s

loooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooon

ě fωpnq ステップ

.

次に，ā1 を tree3pfωpnqqを実現する列の初手の木とすると，これは頂点数 fωpnqである．

ā1 Ñ ¨ ¨ ¨ Ñ r0s
loooooooomoooooooon

tree3pfωpnqq ステップ

.

これについて，rn; ā1sは頂点数 fωpnq ` 4であるから，次の手として rn; ā1sを選べる．p1, ū0qと

p1, 0, . . . , 0q は同じ長さ 4 以上の数列であり，ā1 は長さ 3 以下であるから，pn; 1, 0, . . . , 0q ąlex

pn; ā1qであり，補題 2.8より，rn; 1, 0, . . . , 0s ąlex rn; ā1sを得る．ここから tree3pfωpnqqステッ

プ掛けて，木を rn; ā1sから rn; 0sに変化させていく．

rn; 1, 0, 0, . . . , 0s Ñ rn; ā1s Ñ ¨ ¨ ¨ Ñ rn; 0s
loooooooooooomoooooooooooon

tree3pfωpnqq ステップ

.

次に，n1 “ fωpnqについて，ū1 を treen1 ptree3pn1qを実現する列の初手の木とすれば，命題 2.7

の後に説明した不等式より，treen1 ptree3pn1qq ě fωpn1q “ fωpfωpnqqであるから，この列の長さは

fωpfωpnqqを遥かに上回る．
ū1 Ñ ¨ ¨ ¨ Ñ r0s
loooooooomoooooooon

ě fωpfωpnqq ステップ

.

このとき，̄u1の頂点数は tree3pn1q “ tree3pfωpnqqであり，頂点を 2つか 3つ付加して，木 r1, ū1s

を得る．次の手として，rn ´ 1; 1, ū1sを取ると，頂点数は c “ 4, 5について tree3pfωpnqq ` n ` c

であり，これはルールを遵守する．ここから treen1 ptree3pfωpnqqq ą fωpfωpnqqステップを掛けて，

木を rn ´ 1; 1, ū1sから rn ´ 1; 1, 0, . . . , 0sに変化させていく．

rn; 0s Ñ rn ´ 1; 1, ū1s Ñ ¨ ¨ ¨ Ñ rn ´ 1; 1, 0, 0, . . . , 0s
looooooooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooooooon

ě fωpfωpnqq ステップ

.
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このように，ルールを遵守したまま，fω をどんどん累積していくことができる．これは最終的に

fω の n回の累積を行うので，^-埋め込み不可能列の構成は，fω`1pnq “ fnω pnqステップ以上続け

ることができる．よって，目的の不等式 treeω`1p2n ` 3q ě fω`1pnqが示された．

定理 2.10. TREEp3q はグラハム数よりも大きい．実際，treep4q の時点でグラハム数より大

きい．
TREEp3q ą treep4q ą Gp64q.

Proof. treep4qの場合，初手は頂点数 5以下の木を選べるのであった．したがって，初期頂点数 5

の以下の ^-埋め込み不可能列 T1, T2, . . . として，まずは以下のものを考える．

ł ł ł . . . treep3q ´ 2 step . . . ł

ここで，第 3手から始まる treep3q ´ 2ステップの詳細について説明する．紫色でハイライトし

た部分木は頂点数 4の木だと思える．このとき，treep3qの定義から，この頂点数 4の木を初手と

する長さ treep3qの ^-埋め込み不可能列 S1, S2, . . . が存在する．この埋め込み不可能列の最後の

手が頂点数 1の木であることは明らかである．よって，この中間には treep3q ´ 2ステップがある

はずである．また，S1 は 3分岐以上のノードを持つ任意の木に ^-埋め込み可能であるから，S2 以

降は高々 2分岐ノードを持たない．

上図の木の列が ^-埋め込み不可能列となっていることは容易に確認できるが，ここではしっか

りと証明を与えよう．まず，上図の初手 T1 は 4分岐木であり，T2 以降は高々 3分岐ノードしか持

たないので，T2 以降への下限を保つ埋め込みは存在しない．次に，T2 の根の 3分岐のうち 2つの

先が頂点数 2である．まず，T3 については 3分岐ノードを 2つ持つが，どちらについても，3分

岐の先で頂点数が 2以上になるものは高々 1つであるから，T2 の T3 への ^-埋め込みは存在しな

い．T4 以降は紫部分が S2, S3, . . . と変化していくが，これらは高々 2分岐ノードしか持たないの

で，T4 以降では，根のみが 3分岐以上のノードである．しかし，T4 以降について，根の 3分岐の

先で頂点数が 2 以上になるものは高々 1 つであるから，T2 の T4 への ^-埋め込みは存在しない．

残りについては，S1, S2, . . . が ^-埋め込み不可能列であったことから従う．

ここまでに描いた木は，いずれも根が 3分岐である．したがって，これらの木は，3分岐ノード

を持つ木にしか ^-埋め込みできない．よって，高々 2分岐ノードしか持たない木の任意の ^-埋め

込み不可能列をここから先に加えても，^-埋め込み不可能列であることは保たれる．さて，次の手

は第 treep3q ` 3手目であるから，頂点数 treep3q ` 7の木が許容される．

さて，treeω`k の定義で許容される木は高々 2 分岐ノードしか持たない．したがって，たとえ

ば treeω`1ptreep3q ` 6q の値を実現する ^-埋め込み不可能列は，初期頂点数 treep3q ` 7 である

から，上で図示した ^-埋め込み不可能列の後に加えることができる．つまり，上図の後に長さ
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treeω`1ptreep3q ` 6qの列が付加されるのであるから，少なくとも

treep4q ą treep3q ` 2 ` treeω`1ptreep3q ` 6q

という下界を与えることができる．前節の TREEp3qと treep3qの下限の計算および命題 2.2と 2.9

を上の不等式と組み合わせると，

TREEp3q ą treep4q ą treeω`1ptreep3qq ą treeω`1p131q ě fω`1p64q ě Gp64q

が成立するから，目的の不等式を得る．

2.3. 素朴順序数論

前節では，急増加階層と呼ばれる，関数の階層を取り扱った．

f0, f1, f2, f3, . . . , fn, fn`1, . . . , fω, fω`1, . . . , fω`n, fω`n`1, . . .

右にひとつ進むだけで爆発的に増大度が上がる．たとえば，f2 は指数関数レベル，f3 はテトレー

ションのレベルであり，fω`1 はグラハム数を定義する関数 Gのレベルであった．そして，treeや

TREEレベルの増大度の関数はそれらを遥かに凌駕すると予想できる．このような急増加関数の

増大度を測るのに良い指標が，順序数 (ordinal)と呼ばれるものである．より正確には，順序数表

記と呼ばれるものである．

順序数の概念は，解析学の一分野である三角級数論の研究において，例外点の “個数”を数える

道具として，1870年頃にカントールが考案した．ここで，例外点の個数が有限であれば何も問題

はないのだが，例外点が無限個ある場合もあり得る．そして，例外点が「十分に少ない」のであれ

ば，三角級数に関するある性質が成り立つのであるが，ここで無限個の中でも，「十分少ない無限

個」と「多い無限個」がある．このようなものを取り扱うために，数のカウントを有限から無限へ

と拡張したものが，順序数の起源である．

それでは，順序数の理論の応用に入ろう．たとえば，上で書いた急増加階層の添字部分は，順序

数の起源的な発想に基づき，カウントを有限から無限へと拡張したものと考えることもできる．

0, 1, 2, 3, . . . , n, n ` 1, . . . , ω, ω ` 1, . . . , ω ` n, ω ` n ` 1, . . .

しかし，順序数を《数の無限への拡張》と考えるだけでは，順序数の一側面しか捉えていない．

むしろ，数学的定義の上では，順序数 (ordinal)とは，ある種の《有限性》を持つ順序構造（の順

序型）である．数学における順序の概念を説明するために，2項関係 ďに関する次の 3つの規則を

考えよう．

x ď x
(反射律)

x ď y y ď z
x ď z

(推移律)
x ď y y ď x

x “ y (反対称律)

反射律と推移律を満たす 2 項関係 ĺを前順序 (preoreder)あるいは擬順序という．反対称律を

満たす擬順序は，半順序 (partial order)と呼ばれる．さらに，次の規則も考えよう．

(比較可能律) x ď y or y ď x
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この比較可能律を満たす半順序は，全順序 (linear order) と呼ばれる．擬順序 ď が整礎 (well-

founded)であるとは，無限下降列
x1 ą x2 ą x3 ą . . .

を持たないことを意味する．整礎な全順序は整列順序 (well-order) と呼ばれる．そして，順序数

(ordinal)とは，整列順序の順序型である．定義から明らかであるように，整列順序（順序数）と

は，あくまである種の《有限性》を持つ順序に過ぎない．

例 2.11. 定義 2.4 の自然数の組上の辞書式順序や，その辞書式順序の入れ子などは整列順序で

ある．

例 2.12. いま，自然数を係数とする 1変数多項式の比較を考えよう．次数の大きな多項式の方が

大きいと考え，また，次数が等しいのであれば，最大次数の項の係数から順に比較していく．より

正確には，次のように多項式 p, q が与えられていると仮定しよう．

p “ anx
n ` an´1x

n´1 ` ¨ ¨ ¨ ` a1x ` a0

q “ bmxm ` bm´1x
m´1 ` ¨ ¨ ¨ ` b1x ` b0

このとき，多項式 pと q と間の順序を以下によって定義する．

p ă q ðñ pn ă mq or
“

n “ m and pDi ď nqp@k ă iq rak “ bk ^ ai ă bis
‰

つまり，pan, an´1, . . . , a1, a0q と pbm, bm´1, . . . , b1, b0q の辞書式順序による比較である．この

とき，たとえば，多項式間の順序について，以下が成立している．

0 ă 1 ă 2 ă ¨ ¨ ¨ ă n ă n ` 1 ă ¨ ¨ ¨ ă x ă x ` 1 ă ¨ ¨ ¨ ă x ` n ă x ` n ` 1 ă . . .

¨ ¨ ¨ ă 2x ă 2x ` 1 ă ¨ ¨ ¨ ă 3x ă ¨ ¨ ¨ ă nx ă nx ` 1 ă ¨ ¨ ¨ ă pn ` 1qx ă . . .

¨ ¨ ¨ ă x2 ă x2 ` 1 ă x2 ` 6 ă 2x2 ` 1 ă 5x2 ă x3 ` x2 ă x4 ` 3x ` 2 ă . . .

例 2.12の自然数を係数とする 1変数多項式上の順序では，変数を xと書いていたが，以後は変数

を ω で表すことにする．また，自然数係数は変数の左に書くのではなく，右に書くことにしよう．

6x5 ` 3x2 ` 4x ` 8 ; ω5 ¨ 6 ` ω2 ¨ 3 ` ω ¨ 4 ` 8

■順序数の無限性と有限性: さて，順序数のもつ《無限性》と《有限性》の二面性が本稿では重要

である．つまり，順序数の《無限性》を利用することによって，急増加階層 fω, fω`1, . . . を無限に

拡張していくことができる．一方で，順序数の《有限性》である整礎性は，計算機科学においては，

しばしば，計算アルゴリズムの停止性（無限ループに陥らないこと）の保証などにしばしば用いら

れる．つまり，状態遷移を ąで表すことにすれば，整礎性によって，

x1 ą x2 ą x3 ą ¨ ¨ ¨ ą xn “ xn`1 “ xn`2 “ . . .

となることが保証されるから，状態遷移は有限ステップで停止し，計算結果が確定する．そして，

これは有限の値を取る関数を作り出すのに役立つ．急増加階層の理論においても，順序数の《有限
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性》を利用し，急増加階層の各レベルにおいて有限的な関数 fα を作り出す．さらに，順序数記法

というものがアルゴリズム的に与えられているとき，この関数 fα の出力値を計算するアルゴリズ

ムも具体的に与えられるのである．

■素朴順序数論の入り口: 例 2.12において，自然数を係数とする 1変数多項式上の順序について

取り扱った．先に述べたように，変数に用いる記号を ωで書き直せば，現在までにたとえば以下の

ような系列を得られている．

0 ă 1 ă 2 ă ¨ ¨ ¨ ă n ă n ` 1 ă ¨ ¨ ¨ ă ω

ω ă ω ` 1 ă ω ` 2 ă ¨ ¨ ¨ ă ω ` n ă ω ` n ` 1 ă ¨ ¨ ¨ ă ω ¨ 2

ω ¨ 2 ă ω ¨ 3 ă ¨ ¨ ¨ ă ω ¨ n ă ωpn ` 1q ă ¨ ¨ ¨ ă ω2

ω2 ă ω3 ă ω4 ă ¨ ¨ ¨ ă ωn ă ωn`1 ă . . .

このアイデアはどんどん拡張していくことができる．たとえば，ω を指数部に載せてもよいだろ

う．次数 1の式 ω はどんな自然数（次数 0の式）よりも大きいのだから，ωω は ωn よりも大きく

なると考えるのが妥当である．

ωn ă ¨ ¨ ¨ ă ωω ă ωω ` 1 ă ωω ` ω ă ωω ` ω2 ă ¨ ¨ ¨ ă ωω ` ωn ă ¨ ¨ ¨ ă ωω ¨ 2

ωω ¨ 2 ă ωω ¨ 3 ă ¨ ¨ ¨ ă ωω ¨ n ă ωωpn ` 1q ă ¨ ¨ ¨ ă ωω ¨ ω “ ωω`1

ωω`1 ă ωω`2 ă ¨ ¨ ¨ ă ωω`n ă ωω`n`1 ă ¨ ¨ ¨ ă ωω`ω “ ωω¨2

ωω¨2 ă ωω¨3 ă ¨ ¨ ¨ ă ωω¨n ă ωωpn`1q ă ¨ ¨ ¨ ă ωω¨ω “ ωω2

ωω2

ă ωω3

ă ¨ ¨ ¨ ă ωωn

ă ωωn`1

ă ¨ ¨ ¨ ă ωωω

このアイデアはどんどん拡張していくことが可能である．

ω ă ωω ă ωωω

ă ωωωω

ă ¨ ¨ ¨ ă ωω¨¨
¨ω

loomoon

n 個

ă . . .

我々の道のりはまだこれで終わりではない．この無限の先にはさらに ε0 と呼ばれる順序数があ

る．これは，ωξ “ ξ を満たす最小の解 ξ として定義される．

ωω¨¨
¨ω

loomoon

n 個

ă ¨ ¨ ¨ ă ωε0 “ ε0.

この概念の正確な定式化については後で説明する．そして，ここからさらに先のステップに進む

ことができる．

ε0 ă ε0 ` 1 ă ε0 ` ω2 ă ε0 ` ωω ă ε0 ` ωωω

ă ¨ ¨ ¨ ă ε0 ` ε0 “ ε0 ¨ 2

ε0 ¨ 2 ă ε0 ¨ ω ă ε0 ¨ ω2 ă ε0 ¨ ωω ă ε0 ¨ ωωω

ă ¨ ¨ ¨ ă ε0 ¨ ε0 “ ε0
2
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ε0
2 ă ε0

ω ă ε0
ωω

ă ¨ ¨ ¨ ă ε0
ε0 ă ε0

ε0
ε0

ă ¨ ¨ ¨ ă ε0
ε0

¨¨
¨ε0

looomooon

n 個

ă . . .

この極限として得られるものが，ωξ “ ξ を満たす次の解 ε1 である．

ε0
ε0

¨¨
¨ε0

looomooon

n 個

ă ¨ ¨ ¨ ă ωε1 “ ε1.

この ε1 について注意しておくと，ε1 へと登っていく道として，次のようなルートもある．

ε0 ` 1 ă ωε0`1 ă ωωε0`1

ă ωωωε0`1

ă ¨ ¨ ¨ ă ωω¨¨
¨ω

ε0`1

loooomoooon

n 個

ă ¨ ¨ ¨ ă ε1.

これはなぜなら，次の式が成立するためである．

ωωωε0`1

“ ωωωε0 ¨ω
“ ωωε0¨ω

“ ωpωε0 qω “ ωε0
ω

“ ωε0
1`ω

“ ωε0¨ε0
ω

“ pωε0qε0
ω

“ εε0
ω

0 .

さて，ε1 が得られたら，全く同じ議論を経由して，ωξ “ ξ を満たす次の解 ε2 を得られる．

ε1 ` 1 ă ωε1`1 ă ωωε1`1

ă ωωωε1`1

ă ¨ ¨ ¨ ă ωω¨¨
¨ω

ε1`1

loooomoooon

n 個

ă ¨ ¨ ¨ ă ε2.

このようにして，ξ ÞÑ ωξ の不動点を次々に作っていくことができる．以下，εα を ξ ÞÑ ωξ の α

番目の不動点を表すことにする．したがって，たとえば εα と εα`1 というたったひとつの隙間に

すら，上で述べた途方も無い階層がある．

ε0 ă ¨ ¨ ¨ ă ωωωε0

ă ¨ ¨ ¨ ă ε1 ă ¨ ¨ ¨ ă ωωωε1

ă ¨ ¨ ¨ ă ε2 ă ¨ ¨ ¨ ă ωωωε2

ă ¨ ¨ ¨ ă ε3 ă . . .

¨ ¨ ¨ ă ε4 ă ¨ ¨ ¨ ă εn ă ¨ ¨ ¨ ă εω ă ¨ ¨ ¨ ă εω`1 ă ¨ ¨ ¨ ă εω¨2 ă ¨ ¨ ¨ ă εω2 ă . . .

¨ ¨ ¨ ă εωω ă ¨ ¨ ¨ ă εωωω ă ¨ ¨ ¨ ă ε
ωωωω ă ¨ ¨ ¨ ă εε0 ă ¨ ¨ ¨ ă εε0`1 ă ¨ ¨ ¨ ă εε0`ωω ă . . .

¨ ¨ ¨ ă εε0¨2 ă ¨ ¨ ¨ ă εε0¨ωω ă ¨ ¨ ¨ ă εε02 ă ¨ ¨ ¨ ă εε0ε0 ă ¨ ¨ ¨ ă εε1 ă . . .

¨ ¨ ¨ ă εε2 ă ¨ ¨ ¨ ă εεω ă ¨ ¨ ¨ ă εε
ωωω ă ¨ ¨ ¨ ă εεε0 ă . . .

この操作の適当なステップをピックアップすれば，以下の系列を得られる．

ε0 ă εε0 ă εεε0 ă εεεε0 ă ¨ ¨ ¨ ă

n 個
hkkikkj

εε¨¨¨ε0
ă . . .

我々の道のりはまだまだ続く．この極限として得られるものが，εξ “ ξ を満たす最小の解 ζ0 で

ある．
n 個

hkkikkj

εε¨¨¨ε0
ă ¨ ¨ ¨ ă εζ0 “ ζ0.

このパターンは延々と続いていく．たとえば，ζ0 からふたたび類似の議論を繰り返していけば，

ζ0 ă ¨ ¨ ¨ ă ωωωζ0

ă ¨ ¨ ¨ ă εζ0`1 ă ¨ ¨ ¨ ă ωωω
εζ0`1

ă ¨ ¨ ¨ ă εζ0`2 ă ¨ ¨ ¨ ă εζ0`3 ă . . .
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¨ ¨ ¨ ă εζ0`ω ă ¨ ¨ ¨ ă εζ0`ω2 ă εζ0`ωω ă ¨ ¨ ¨ ă εζ0`ωωω ă ¨ ¨ ¨ ă εζ0`ε0 ă . . .

¨ ¨ ¨ ă εζ0`εε0
ă ¨ ¨ ¨ ă εωζ0`1 ă ¨ ¨ ¨ ă ε

ωωζ0`1 ă ¨ ¨ ¨ ă εεζ0`1
ă ¨ ¨ ¨ ă εεεζ0`1

ă . . .

この極限として得られるものが，εξ “ ξ を満たす次の解 ζ1 である．

ζ0 ` 1 ă εζ0`1 ă εεζ0`1
ă εεεζ0`1

ă ¨ ¨ ¨ ă ζ1.

そして，ζ1 が得られたら，全く同じ議論を介して，εξ “ ξ を満たす次の解 ζ2 を得られる．

ζ1 ` 1 ă εζ1`1 ă εεζ1`1
ă εεεζ1`1

ă ¨ ¨ ¨ ă ζ2.

このようにして，ξ ÞÑ εξ の不動点を次々に作っていき，ζα を ξ ÞÑ εξ の α番目の不動点を表す

記号とする．

■ヴェブレン階層: さて，そろそろパターンは掴めてきただろうか．εα は ξ ÞÑ ωξ の α番目の不

動点であり，ζα は ξ ÞÑ εξ の α番目の不動点であった．当然，次のレベルとして，ξ ÞÑ ζξ の不動

点を考えることができる．しかし，ω, ε, ζ, . . . と次のレベルに進むたびに異なるギリシャ文字を選

んでいたら，すぐにギリシャ文字が枯渇するので，もう少し一般性のある記法を導入しよう．これ

からは，ω, ε, ζ のことは，ϕ0, ϕ1, ϕ2 と呼び直すことにする．つまり，

ϕ0pαq “ ωα, ϕ1pαq “ εα, ϕ2pαq “ ζα.

そうすると，これらの定義は統一的に書くことができる．

ϕ1pαq “ “ϕ0pξq “ ξ の α番目の解”

ϕ2pαq “ “ϕ1pξq “ ξ の α番目の解”

このパターンを延々続けられることは明白だろう．具体的には，たとえば，ϕn`1 を次のように

定義できる．
ϕn`1pαq “ “ϕnpξq “ ξ の α番目の解”

このようにして，演算 ϕ0, ϕ1, ϕ2, ϕ3, . . . , ϕn, ϕn`1, . . . を定義していくことができる．しかし，

ϕω を定義する場合には，注意する必要がある．なぜなら，ωには直前の数が存在しない．したがっ

て，ϕω の定義として「直前の演算の不動点を取る」とするのは不適当である．それではどのよう

に ϕω を定義すればよいかというと，その答えは，「これまで作ってきたすべての演算の共通不動

点を取る」である．
ϕωpαq “ “pϕnpξq “ ξqnăω の α番目の共通解”

つまり，ϕωpαq “ ξ ならば，以下の等式が成立している．

ϕ0pξq “ ϕ1pξq “ ϕ2pξq “ ¨ ¨ ¨ “ ϕnpξq “ ϕn`1pξq “ ¨ ¨ ¨ “ ξ.

一般の ϕγ の定義としても，「これまで作ってきたすべての演算の共通不動点を取る」という考え

を採用できる．つまり，

ϕγpαq “ “pϕnpξq “ ξqβăγ の α番目の共通解”
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実際には，γ “ β ` 1の場合に関して言えば，直前の演算の不動点を取ってくれば十分である．

ところで，共通解といっても，どのようにそのような解を得られるかが明確でない．これについて

は，εα や ζα を参考にして，考え直してみることにしよう．まず，ε0 “ ϕ1p0qへの登山ルートとし

ては，次のようなものがあった．

ϕ0p0q “ 1 ă ϕ0pϕ0p0qq “ ω ă ϕ0pϕ0pϕ0p0qqq “ ωω ă ϕ0pϕ0pϕ0pϕ0p0qqqq “ ωωω

ă . . .

¨ ¨ ¨ ă ϕ0pϕ0p. . . pϕ0p0qqqq
looooooooooomooooooooooon

n 個

“ ωω¨¨
¨ω

loomoon

n ´ 1 個

ă ¨ ¨ ¨ ă ϕ1p0q “ ε0

ε1 “ ϕ1p1qへと登っていく道は以下のようなものである．

ϕ1p0q ` 1 “ ε0 ` 1 ă ϕ0pϕ1p0q ` 1q “ ωε0`1 ă ϕ0pϕ0pϕ1p0q ` 1qq “ ωωε0`1

. . .

¨ ¨ ¨ ă ϕ0pϕ0p. . . pϕ0pϕ1p0q ` 1qqqq
loooooooooooooooomoooooooooooooooon

n 個

“ ωω¨¨
¨ω

ε0`1

loooomoooon

n ´ 1 個

ă ¨ ¨ ¨ ă ϕ1p1q “ ε1

このパターンをどう続ければよいかも明らかであろう．たとえば，ϕ1pn ` 1q “ εn`1 へと登っ

ていく道としては，次のようなものを考えればよい．

ϕ1pnq ` 1 ă ϕ0pϕ1pnq ` 1q ă ϕ0 ˝ ϕ0pϕ1pnq ` 1q ă . . .

¨ ¨ ¨ ă ϕ0 ˝ ϕ0 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ ϕ0
looooooooomooooooooon

n 個

pϕ1pnq ` 1q ă ¨ ¨ ¨ ă ϕ1pn ` 1q.

ϕ1pωq “ εω には，次のようにして登っていくことができる．

ϕ1p0q ă ϕ1p1q ă ϕ1p2q ă ¨ ¨ ¨ ă ϕ1pnq ă ϕ1pn ` 1q ă ¨ ¨ ¨ ă ϕ1pωq

このアイデアは，ϕの階層の如何なるレベルにも適用できる．

0 ă ϕγp0q ă ϕγ ˝ ϕγp0q ă ¨ ¨ ¨ ă ϕγ ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ ϕγ
loooooomoooooon

n 個

p0q ă ϕγ`1p0q.

ϕγ`1pαq ` 1 ă ϕγpϕγ`1pαq ` 1q ă ϕγ ˝ ϕγpϕγ`1pαq ` 1q ă . . .

¨ ¨ ¨ ă ϕγ ˝ ϕγ ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ ϕγ
looooooooomooooooooon

n 個

pϕγ`1pαq ` 1q ă ¨ ¨ ¨ ă ϕγ`1pα ` 1q.

このようにして得られる演算の階層が得られる．

ϕ0, ϕ1, . . . , ϕn, ϕn`1, . . . , ϕω, ϕωω , ϕε0 , ϕζ0 , . . . , ϕϕωp0q, . . .

この演算の階層 tϕγuをヴェブレン階層 (Veblen hierarchy)と呼ぶ．演算のレベル γ の部分も，

これらの演算を用いて作った順序数で創造していくことにする．しかし，その新たな演算の創造も

また，いつか限界を迎える．

ϕ0p0q, ϕϕ0p0qp0q, ϕϕϕ0p0qp0qp0q, . . .
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この極限を越える順序数をそこまでの階層の演算では生み出すことができない．その極限

は，ϕξp0q “ ξ となる最小の順序数 ξ である．この順序数は，フェファーマン-シュッテ順序数

(Feferman-Shütte ordinal)と呼ばれ，Γ0 と書き表される．

ϕΓ0
p0q “ Γ0.

■多変数ヴェブレン階層: それでは，フェファーマン-シュッテ順序数 Γ0 が考えうる限界の順序

数なのだろうか．その答えは，否である．あくまでフェファーマン-シュッテ順序数 Γ0 は新たなタ

イプの不動点にすぎず，不動点があるとき，われわれはさらに先の道へと進むことができる．つま

り，Γ0 とは，ϕξp0q “ ξ の最初の解のことであったから，これまでと同様に，ϕξp0q “ ξ の解を小

さい順に並べていくとしよう．

Γ0,Γ1,Γ2, . . . ,Γω,Γω`1, . . . ,Γωω , . . . ,Γε0 , . . . ,Γϕpα,0q, . . . ,ΓΓ0 , . . . ,ΓΓ1 , . . .ΓΓΓ0
, . . .

これまで書いてきた ϕα のことを ϕ0,α という新しい記号で書き直すことにし，ϕ1,0pαq “ Γα と

定義することにする．つまり，

ϕ1,0pαq “ “ϕ0,ξp0q “ ξ の α番目の解”

そうすると，ここからふたたびヴェブレン階層と類似の構成をやり直す．最初のヴェブレン階層

を “第 0ヴェブレン階層”と呼ぶことにすれば，次の “第 1ヴェブレン階層”は，以下のように定

義される．

ϕ1,1pαq “ “ϕ1,0pξq “ ξ の α番目の解”

ϕ1,2pαq “ “ϕ1,1pξq “ ξ の α番目の解”

...

ϕ1,n`1pαq “ “ϕ1,npξq “ ξ の α番目の解”

より正確には，これまでのヴェブレン階層の構成のように，ここまで作ってきたすべての関数

ϕi,γ の共通不動点を取る，という動作を行う．つまり，

ϕ1,γpαq “ “pϕ1,δpξq “ ξqδăγ の α番目の共通解”

さて，これは 1という添字が新たに付加されただけで，元のヴェブレン階層と類似の構成を行っ

ている．したがって，ヴェブレン階層の不動点として Γ0 を与えたように，この “第 1ヴェブレン

階層”の不動点を取ることができる．

Γ1
0 “ “ϕ1,ξp0q “ ξ の最初の解”

また，同様にして，ϕ1,ξp0q “ ξ の解を小さい順に並べていくことにすると，次の記法を用いる

のが妥当であろう．
ϕ2,0pαq “ “ϕ1,ξp0q “ ξ の α番目の解”
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そして，これを基にして，“第 2 ヴェブレン階層” ϕ2,γ を作ることができる．この構成は延々，

繰り返すことができる．具体的には，第 η ヴェブレン階層は，γ ą 0について，以下のように構成

される．
ϕη,γpαq “ “pϕη,δpξq “ ξqδăγ の α番目の共通解”

そして，ヴェブレン階層の不動点を取り，新たな階層の始点を作るステップは，次によって得ら

れる．
ϕη,0pαq “ “pϕθ,ξp0q “ ξqθăγ の α番目の共通解”

こうして新たな順序数を次々に作り上げることができる．そして，「ヴェブレン階層の階層」の

構成でも辿り着けない順序数があり，それが「ヴェブレン階層の階層」の最小不動点である．つま

り，次の順序数である．
ϕ1,0,0p0q “ “ϕξ,0p0q “ ξ の最初の解”

この順序数は，しばしばアッカーマン順序数 (Ackermann ordinal)と呼ばれる．さて，ϕ1,0,0 と

いう記法のヒントを与えたので，このアッカーマン順序数を更に超える方法は容易に思いつくであ

ろう．もうひとつヒントを与えれば，これまでの ϕη,γ を ϕ0,η,γ と書き直して考えてみよう．する

と，「ヴェブレン階層の階層」の不動点の枚挙は以下によって与えられる．

ϕ1,0,0pαq “ “ϕ0,ξ,0p0q “ ξ の α番目の解”

次の段階で構成されるのは，「ヴェブレン階層の階層の階層」である．その構成をまとめて書き

表せば，ϕλ,η,γ は次のようにして定義される．

ϕλ,η,γpαq “

$

’

&

’

%

“pϕλ,η,βpξq “ ξqβăγ の α番目の共通解” if γ ą 0

“pϕλ,β,ξp0q “ ξqβăη の α番目の共通解” else if η ą 0

“pϕβ,ξ,0p0q “ ξqβăλ の α番目の共通解” otherwise

これを続けていくと，添字がどんどん複雑になってしまうので，ϕλ,η,γpαqの代わりに ϕpλ, η, γ, αq

と書くことにする．もちろん，アッカーマン順序数の定義のときと同様にして，ϕpξ, 0, 0, 0q “

ϕξ,0,0p0q “ ξ の最小解を ϕp1, 0, 0, 0, 0q “ ϕ1,0,0,0p0qとして定義できる．これを繰り返して，新た

な順序数を作り上げていく．もちろん，変数の数はどんどん増えていく．

さて，ここまでの構成の法則性は掴めただろうか．上の ϕλ,η,γ の定義を見ると，添字の右から順

に見ていき，最初に 0以外の値が現れた添字に注目して，場合分けをしている．この法則性が掴め

たならば，ϕpγn, γn´1, . . . , γ0, αq をどのように定義すればよいかの予想も付くはずである．その

答えは，γ0, γ1, . . . と順に見ていき，最初に 0以外の値が現れた γi に注目し，γi`1 の部分を変数

として，不動点を取ればよい．

ϕpγn, γn´1, . . . , γi`1, γi, 0, 0, . . . , 0, 0, αq

“ “
`

ϕpγn, γn´1, . . . , γi`1, β, ξ, 0, . . . , 0, 0q “ ξ
˘

βăγi
の α番目の共通解”

こうして，有限個の順序数を入力に取る関数 ϕが定義された．この ϕは，多変数ヴェブレン関

数と呼ばれる．さて，順序数の拡張について，これ以上の拡張は困難なように思える．この限界と
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なる順序数，つまり，多変数ヴェブレン関数では辿り着けない最小の順序数は，小ヴェブレン順序

数 (small Veblen ordinal)と呼ばれ，しばしば ϑpΩωqと書かれる．

ϕp1, 0q ă ϕp1, 0, 0q ă ϕp1, 0, 0, 0q ă ϕp1, 0, 0, 0, 0q ă ¨ ¨ ¨ ă ϑpΩωq.

小ヴェブレン順序数があるならば大ヴェブレン順序数もあるのかと疑問に思うのが自然だろう．

実は，上で定義したヴェブレン関数を「順序数個の変数を持つ関数」に拡張することによって，小

ヴェブレン順序数をさらに超えていくことができる．こうして作られた超限変数ヴェブレン関数の

限界が，大ヴェブレン順序数 ϑpΩΩqと呼ばれるものである．

本稿ではここまでの順序数しか取り扱わないが，順序数の世界はまだまだ先へと広がっていく．

ここまで途方もなく巨大な多変数ヴェブレン階層も，可算順序数のうちの計算可能順序数の中のご

く小さな領域を占めるに過ぎない．

Γ0 ă ϑpΩωq ă ϑpΩΩq ! ¨ ¨ ¨ ! ωCK
1 Î ¨ ¨ ¨ Î ω1.

ここで，ăではなく !や Îと書いた理由として，! ¨ ¨ ¨ !の中には，ここまでに述べたよりも

遥かに広大な世界がその中に眠っていることを示唆するためであり，Î ¨ ¨ ¨ Îの中には，それとは

比較にならないほど広大な世界が佇んでいる．

2.4. 順序数の基本列と急増加関数の階層

ここからは順序数の形式理論を導入しよう．とりあえず，扱いの簡単な Γ0 未満の順序数につ

いて考察する．つまり，0,`, ϕ から構成される順序数のみを扱う．ただし，Γ0 未満の順序数は，

ϕpγ, αq “ ϕγpαqの形の関数を用いて作られるので，ϕは 2変数に制限されている．

形式的には，Γ0 未満の順序数の体系 OV を，ある有限的な算術体系として導入していく．まず，

言語として t0,`, ϕuを持つ．ここで，0は定数記号であり，`と ϕは 2変数関数記号である．こ

れらの記号の有限の組み合わせで作られる記号列のみを取り扱う．形式的には，以下の概念を考

える．

定義 2.13. 体系 OV の項 (term)は，以下のように帰納的に定義される．

1. 0は項である．

2. s, tが項ならば，s ` tおよび ϕps, tqも項である．

ちなみに，バッカス・ナウア記法 (BNF)と呼ばれるものを用いると，上の項の定義は，以下の

ように書き直せる．
t ::“ 0 | t ` t | ϕpt, tq

つまり，OV -項は，0,`, ϕを使って作られる有限長の記号列に過ぎない．さて，OV -項がいかな

る性質を持つかを議論しなければならない．以下が OV -項の満たす公理である．
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1. `は 0を単位元とする OV -項のモノイド演算である:

ps ` tq ` u “ s ` pt ` uq t ` 0 “ 0 ` t “ t

2. 0は ďに関する OV -項の最小元であり，また，`は順序を保存する:

0 ď t
s ď t u ď v
s ` u ď t ` v

3. 関数記号 ϕは順序を保存し，前の演算の不動点を与える．

t ď ϕps, tq

s ă ϕpt, uq

s ` ϕpt, uq “ ϕpt, uq

u ď v s ď t

ϕpu, sq ď ϕpv, tq
s ă t

ϕps, ϕpt, uqq “ ϕpt, uq

以上，Γ0 未満の順序数の体系 OV は，このような有限的な項と有限的な公理からなる，有限的

な体系である．次の形の項は，カントール標準形 (Cantor normal form)と呼ばれる．

ϕps0, t0q ` ϕps1, t1q ` ¨ ¨ ¨ ` ϕpsn, tnq.

ただし，ここで，

ϕps0, t0q ě ϕps1, t1q ě ¨ ¨ ¨ ě ϕpsn, tnq, ϕpsi, tiq ą ti

であり，si, ti もまた標準形で与えられているものとする．カントール標準形の最終項 ϕpsn, tnq

が ϕp0, 0qであるとき，この項は後続 (successor)であるといい，さもなくば極限 (limit)であると

いう．

標準形の中の等しい項は，掛け算を使ってまとめることができる．ただし，OV -項は，掛け算記

号を含まないが，`の繰り返しの略記として，掛け算記号を導入する．

t ¨ n :“ t ` t ` ¨ ¨ ¨ ` t
looooooomooooooon

n 個

一応，注意しておくと，項 s, tに関する積 s ¨ tなどは現時点では考えていない．あくまで項 tと

自然数 nについて，t ¨ nが定義されるだけである．以後，ϕp0, αqを ωα と略記し，特に ω0 “ 1と

略記する．また，1 ¨ nは nと略記される．

この掛け算記号を用いると，項のカントール標準形は，さらに次の形に書き直せる．

ϕps0, t0q ¨ k0 ` ϕps1, t1q ¨ k1 ` ¨ ¨ ¨ ` ϕpsn, tnq ¨ kn

pϕps0, t0q ą ϕps1, t1q ą ¨ ¨ ¨ ą ϕpsn, tnq, ϕpsi, tiq ą tiq.

ここで，si, ti もまた標準形で与えられている．以後，項は常にカントール標準形で与えられて

いると仮定する．
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■順序数の梯系: われわれは順序数の山を登りたいのだから，各項（順序数）に対して，そこまで

登っていくためのルートを開拓する必要がある．われわれは始点 0のみを知っており，他の項 tへ

と登るルートはすべて自身で作り出す必要がある．項 tへ登るルート panqnPN として求められる条

件は，以下である．

m ď n ùñ am ď an ă t,

s ă t ùñ pDnq s ď an.

つまり，panqnPNは tの下で非有界な単調増大列である．このような条件を満たす項の列 panqnPN

は，tの梯子 (ladder)または基本列 (fundamental sequence)と呼ばれ，梯子（基本列）の第 n段目

an のことをしばしば trnsと書く．第 2.3節に倣って，項 tへの基本列を帰納的に作ってみよう．

(a) 最初の梯子: まずは，項 ϕp0, 0q “ 1 に登るための梯子は自明であり，以下によって与えら

れる．
0 ď 0 ď 0 ď ¨ ¨ ¨ ď 0 ď 0 ď ¨ ¨ ¨ ă 1.

つまり，ϕp0, 0qrns “ 0であり，これが梯子の条件を満たすことは容易に確認できる．

(b) 多項式へ登るための梯子: 項は常にカントール標準形で与えられているという仮定より，項 t

は常に次のような形である．

t “ ϕpu0, v0q ` ϕpu1, v1q ` ¨ ¨ ¨ ` ϕpuℓ, vℓq.

後続順序数の場合には ϕpuℓ, vℓq “ 1であることに注意しよう．まず，tが複数の部分項の和であ

る多項式である，つまり ℓ ą 0である場合を考えよう．帰納的に，項の部分項には既に梯子が掛け

られていると仮定する．特に，ϕpuℓ, vℓqには既に梯子 pϕpuℓ, vℓqrnsqnPN が掛けられている．この

とき，tへは次のように梯子を掛けることができる．

trns “ ϕpu0, v0q ` ϕpu1, v1q ` ¨ ¨ ¨ ` ϕpuℓ, vℓqrns.

後続順序数の場合には ϕpuℓ, vℓq “ 1であったから，(a)より ϕpuℓ, vℓqrns “ 0となる．つまり，

常に pα ` 1qrns “ αになっている．

後は，tが単項式，つまり t “ ϕpu, vqの形である場合を考えればよい．

(c) 指数を 1 段登るための梯子: つづいて，項 ϕp0, t ` 1q “ ωt`1 に登るための梯子は，以下に

よって与えられる．

1 ă ωt ă ωt ¨ 2 ă ωt ¨ 3 ă ¨ ¨ ¨ ă ωt ¨ n ă ωt ¨ pn ` 1q ă ¨ ¨ ¨ ă ωt`1.

つまり，ϕp0, t ` 1qrns “ ϕp0, tq ¨ nによって定義すると，これは梯子の条件を満たしている．

(d) 階層の次のレベルへ登るための梯子: 項 ϕps ` 1, 0qへ登るための梯子について考えよう．こ

の梯子は，前節のヴェブレン階層の項目で既に作っている．

0 ă ϕγp0q ă ϕγ ˝ ϕγp0q ă ¨ ¨ ¨ ă ϕγ ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ ϕγ
loooooomoooooon

n 個

p0q ă ϕγ`1p0q.
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形式的には，ϕps ` 1, 0qへ登るための梯子は以下によって定義する．

ϕps ` 1, 0qr0s “ 0, ϕps ` 1, 0qrn ` 1s “ ϕ
`

s, ϕps ` 1, 0qrns
˘

.

(e) 次の不動点への梯子: 項 ϕps ` 1, t ` 1qへ登るための梯子もまた，前節のヴェブレン階層の項

目で既に作っている．

ϕγ`1pαq ` 1 ă ϕγpϕγ`1pαq ` 1q ă ϕγ ˝ ϕγpϕγ`1pαq ` 1q ă . . .

¨ ¨ ¨ ă ϕγ ˝ ϕγ ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ ϕγ
looooooooomooooooooon

n 個

pϕγ`1pαq ` 1q ă ¨ ¨ ¨ ă ϕγ`1pα ` 1q.

形式的には，ϕps ` 1, t ` 1qへ登るための梯子は以下によって定義する．

ϕps ` 1, t ` 1qr0s “ ϕps ` 1, tq ` 1, ϕps ` 1, t ` 1qrn ` 1s “ ϕ
`

s, ϕps ` 1, t ` 1qrns
˘

.

(f) 極限番目の不動点への梯子: 極限項 tについて，項 ϕps, tqへ登るための梯子を与える．帰納的

に，この部分項 tへ登る梯子 ptrnsqnPN は既に掛けられていると仮定できる．このとき，項 ϕps, tq

へは次のように登っていくことができる．

ϕps, tr0sq ă ϕps, tr1sq ă ϕps, tr2sq ă ¨ ¨ ¨ ă ϕps, trnsq ă ϕps, trn ` 1sq ă ¨ ¨ ¨ ă ϕps, tq.

つまり，ϕps, tqrns “ ϕps, trnsqと定義する．

(g) 階層の極限レベルへの梯子: 極限項 s について，項 ϕps, 0q へ登るための梯子を与える．帰

納的に，この部分項 s へ登る梯子 psrnsqnPN は既に掛けられていると仮定できる．このとき，項

ϕps, 0qへは次のように登っていくことができる．

ϕpsr0s, 0q ă ϕpsr1s, 0q ă ϕpsr2s, 0q ă ¨ ¨ ¨ ă ϕps, 0q.

つまり，ϕps, 0qrns “ ϕpsrns, 0qと定義する．

(h) 極限レベルにおける次の不動点への梯子: 極限項 sについて，項 ϕps, t ` 1qへ登るための梯

子を与える．帰納的に，この部分項 sへ登る梯子 psrnsqnPN は既に掛けられていると仮定できる．

このとき，(e)と同様にして，項 ϕps, t ` 1qへは次のように登っていくことができる．

ϕps, t ` 1qr0s “ ϕps, tq ` 1, ϕps, t ` 1qrn ` 1s “ ϕ
`

srns, ϕps, t ` 1qrns
˘

.

定義 2.14. OV の梯系 (ladder system)とは，任意の OV -項 tに対する梯子 ptrnsqnPN の割り当

てを意味する．

個々の項には無数の梯子があり得るが，そのうちのひとつを指定しておくものが梯系である．特

に，梯系は一意ではないことに注意する．上記の (a)–(h)の操作によって与えられる梯子系を標準

的な梯系と呼ぶことにする．
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問題 8. 以下の 2つの値を求めよ．

ϕpω, 1qr3s,
`

ϕpω4 ` 1, 0qr1s
˘

r3s.

■急増加関数の階層: 第 2.1節において，急増加関数の階層を定義していた．

f0, f1, f2, f3, . . . , fn, fn`1, . . . , fω, fω`1, . . . , fω`n, fω`n`1, . . .

梯系を用いることによって，この急増加関数の階層をさらに拡張していくことができる．具体的

には，項の梯系が指定されているとき，梯子を辿ることによって，以下のように急増大関数の階層

を定義することができる．

定義 2.15. 与えられた OV の梯系の下で，各 OV -項 tに対して，関数 ft : N Ñ Nを以下のよう
に帰納的に定義する．

f0pnq “ n ` 1,

ft`1pnq “ ft ˝ ft ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ ft
looooooomooooooon

n 個

pnq,

fspnq “ fsrnspnq (sが極限の場合).

ところで，fω`1 程度でグラハム数を定義するほどの急増加関数となるのであった．そして，添

字の順序数の値を `1していくだけで，以前までの関数とは比べ物にならないほどの急増加関数と

なる．したがって，たとえば

fω¨2, fωω , fε0 , fε1 , fζ0 , fζω , fϕp3,0q, fϕpω,0q, fϕpε0,0q, . . .

などの関数の増大速度は想像を絶するものであろう．本稿では省略するが，梯系は多変数ヴェブレ

ン階層（あるいはその先）にも拡張することもでき，以下のような急増加関数を定義することも可

能である．
fΓ0 , fϕp1,0,0,0q, fϑpΩωq, fϑpΩΩq

2.5. 木の埋め込み順序によるヴェブレン階層の表示

多変数ヴェブレン階層は途方もなく巨大な階層のように思える．このような尋常でなく巨大なも

のが，通常の数学の文脈で到底出てくるとは思えない．しかし，驚くべきことに，「有限木の ^-埋

め込み」という極めて単純で有限的な構造の中に，この多変数ヴェブレン階層という超巨大な階層

が埋まっていることが発見されたのである！

OV -項で表されるのは Γ0 未満の順序数のみであるが，以後は，OV -項のことを単に順序数

(ordinal)と呼んでしまうことにする．

■有限木による順序数の表示: さて，ここからは順序数 tに対して木 Tt を割り当てることにしよ

う．第 2.2節では，列の対 pū; v̄qによって，ωω¨2 未満の順序数を表し，それに対応する木 rū; v̄sを
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定義した．そのアイデアを拡張した木 Tt の割り当て方もあるのだが，それには順序数の積の知識

が必要である．本稿では，順序数の取り扱いを最小限に留めるため，積を用いないような，木の割

り当てを導入する．以下，あらゆる順序数は，カントール標準形で与えられていると仮定する．

さて，本稿では便宜上，木は空集合ではないとしてきたが，順序数 0には空集合Hを対応させ

るのが妥当である．したがって，ここからは空集合も木として認めることにしよう．

T0 “ H

(a) 足し算 `の木表示: 足し算 `は，第 2.2節の考え方と同様である．つまり，単に直列につな

げていくだけである．具体的には，項 s ` tに対する木 Ts`t は以下のように構成される．

Ts`t “ Ts Tt

しかし，木を直列に繋げるときに，Ts の根と Tt のノードを接続する必要があるが，接続候補の

ノードは複数ありえる．そこで，木には常に接続用のノードを 1つ指定しておくことにする．それ

が上図の穴あき丸で表した部分である．

もう少し，具体的な例を挙げてみれば，以下のような感じである．

Ts “ Tt “ Ts`t “

(b) ヴェブレン関数 ϕの木表示: つづいて，ϕps, tqに対応する木 Tϕps,tq を定義しよう．これは，

次のようにして定義される．

Tϕps,tq “ Ts`t

Ts`t

Ts

ここで，青四角でハイライトしている根は，木 Ts, Ts`t, Ts`t の根と接続されている．

§ ω未満の順序数: 具体例から順に説明していこう．ϕp0, 0q “ ω0 “ 1であり，T0 は空集合であっ

たことを思い出す．したがって，T1 は一点からなる木であり，Tn は頂点数 nの直線状の木である．

T1 “ T2 “ T1`1 “ T3 “ T2`1 “

§ ω2 未満の順序数: つづいて，ϕp0, 1q “ ω に対応する木は，根に反時計周りに T1, T1, T0 を接続

すればよいのだから，以下のような形状をしている．

Tω “ Tω`2 “ Tω¨2 “ Tω`ω “

38



これは，第 2.2節で導入した方法とは異なることに注意する．順序数を木によって表記する方法

はいくらでもあり，いかなる表記法も絶対的なものではない．このレベルの木は分岐を持つので，

前のレベルの木には ^-埋め込み不可能である．このレベルの木の埋め込み不可能性と順序数の順

序の対応は，補題 2.5と同様にして証明できる．

§ ωω 未満の順序数: ϕp0, 2q “ ω2 の場合には，根に反時計周りに T2, T2, T0 を接続していく．

ϕp0, 3q “ ω3 であれば，T3, T3, T0 である．

Tω2 “ Tω3`ω2¨2`1 “

ふたたび，第 2.2節で導入した方法とは異なることに注意しておく．第 2.2節のように，積を利

用した木の構成の方が頂点数が少なく経済的である．指数部が大きくなるたびに，分岐の先の頂点

数が増えていく．足し算 `による結合では，分岐のうちのひとつしか，その先の頂点数を増やさ

ないことを注意しよう．たとえば，Tωn を別の木 T に埋め込むためには，T の 2分岐の両方の先

に必ず長さ n以上の頂点を持たなければならない．したがって，高い指数の木を低い指数の木に埋

め込むことはできない．

§ ωωω

未満の順序数: 次の例として，項 ϕp0, ϕp0, 1qqつまり ϕp0, ωq “ ωω を考えると，根に反時

計周りに Tω, Tω, T0 を接続し，項 ϕp0, ϕp0, 1q ` ϕp0, 1q ` 1qつまり ϕp0, ω ¨ 2 ` 1q “ ωω¨2`1 を考

えると，根に反時計周りに Tω¨2`1, Tω¨2`1, T0 を接続する．

Tωω`2 “ Tωω¨2`1`ω2 “

このレベルの木では，分岐の先でもう一度分岐する，ということが起きる．このために，このレ

ベルの木を以前のレベルの木に埋め込むことはできない．しかし，このレベルでは，分岐の先の分

岐のさらに先の分岐は起こらない．第 2.2節と木の形状は異なるが，このレベルまでの木を利用し

て，グラハム数やアッカーマン関数などを越えることができる．

§ ε0未満の順序数: さらに先に進むと，分岐の先で分岐が起こり，さらにまた分岐が起こる，といっ

たように，だんだんと木らしくなってくる．たとえば，項 ϕp0, ϕp0, ϕp0, 1qqqつまり ϕp0, ωωq “ ωωω
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であれば，根に反時計周りに Tωω , Tωω , T0 を接続する．

Tωωω “

一般に，ω ÒÒ nに対応する木は高さ n` 1の完全 2分木になることがわかる．この方法を用いる

と，分岐数 2以下のノードしか持たない木によって，ε0 未満の順序数はすべて表されるのである．

§ ζ0 未満の順序数: それでは，ε0 の壁を越えてみよう．最初に考えるものは，ϕp1, 0q “ ε0 である

が，これは根に反時計周りに T1, T1, T1 を接続すればよい．他にも，ϕp0, ϕp1, 0q ` 1q “ ωε0`1 や

ϕp1, ϕp0, 1qq “ εω, そして ϕp1, ϕp1, 0qq “ εε0 を考えてみよう．

Tε0 “ Tωε0`1 “ Tεω “ Tεε0 “

このように，ついに 3分岐ノードが現れる．このため，2分岐までしか現れなかった以前のレベ

ルの木には埋め込むことができない．ただし，3分岐のいずれか 1つは，その先に頂点数が 1しか

ないという点に注目しておこう．

§ それ以上の順序数: 後は全く同じパターンが続くのみである．ϕp2, 1q “ ζ1, ϕp1, ϕp2, 0qq “ εζ0 ,

ϕpϕp0, 0q, 1q “ ϕpω, 1q, ϕpϕp0, 0q ` 1, 0q “ ϕpω ` 1, 0q 辺りだけ紹介しておくことにしよう．た

とえば，ζ1 であれば，反時計回りに T3, T3, T2 を根に接続し，ϕpω, 1q であれば，反時計周りに

Tω`1, Tω`1, Tω を根に接続する．

Tζ1 “ Tεζ0 “

Tϕpω,1q “ Tϕpω`1,0q “
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この構成において，ζ0 以上の順序数では，先の頂点数がいずれも 2以上であるような 3分岐を持

つから，これまでのレベルの木に埋め込むことはできない．ϕpω, 0q以上の順序数では，ある 3分

岐ノードのすべての分岐先でさらなる分岐を持つから，それまでのレベルの木に埋め込むことはで

きない．といったように，低い順序数の木には埋め込めないような構成を行っている．こうして，

高々 3分岐しか持たない木によって Γ0 未満の順序数を表示することができる．実際に，その証明

を与えてみよう．

定理 2.16. s, tを OV -項（つまり Γ0 未満の順序数）とする．このとき，以下が成立する．

Ts ĺ Tt ùñ s ď t.

証明. 項の構成に関する帰納法による．項 sまたは tのどちらかが 0のときは明らかである．つづ

いて，s “ c ` ϕpa, bq であり，t “ w ` ϕpu, vq の形であると仮定する．木 Ts を見ると，0 時の

方角から反時計周りに Ta`b, Tc`a`b, Ta が根に接続されている．木 Tt については，反時計周りに

Tu`v, Tw`u`v, Tu が根に接続されている．

Ts “ Tc`ϕpa,bq “ Tc Ta`b

Ta`b

Ta

Tt “ Tw`ϕpu,vq “ Tw Tu`v

Tu`v

Tu

^-埋め込み h : Ts Ñ Tt が与えられているとする．木 Ts の根の hによる行き先が Tt の根でない

場合には，Ts は，Tu`v, Tw`u`v, Tu のいずれかに埋め込まれている．つまり，Ts はより単純な木

（tの部分項から得られる木）に埋め込まれているので，帰納的仮定に還元される．

したがって，埋め込み h は Ts の根を Tt の根に移すと仮定できる．ここからは根の分岐数が 3

という前提の上で解説するが，2以下でも同様の議論である．根を根に移している場合には，下限

^を保つという性質より，Ts の根の分岐先 Ta`b, Tc`a`b, Ta は，それぞれ Tt の根の異なる分岐先

Tu`v, Tu`v, Tu に埋め込まれている必要がある．

まず，埋め込みの上下反転が行われている場合を考えよう．つまり，Ta`b が Tu に埋め込まれ

て，Ta が Tu`v に埋め込まれる場合である．

Tc Ta`b

Ta`b

Ta

Tw Tu`v

Tu`v

Tu
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しかし，この仮定を和 `に対する木の定義と組み合わせると，明らかに

Ta ĺ Ta`b ĺ Tu, Ta`b ĺ Tu ĺ Tu`v

であるから，Ta を Tu に埋め込み，Ta`b を Tu`v に埋め込み直すことができる．つまり，上下反転

を戻しても，^-埋め込みになっている．したがって，上下反転はすべて正常位置に戻して，^-埋

め込みは上下反転を含まないと仮定できる．

つづいて，埋め込みの上下反転以外の位置交換が起きている場合について考察する．たとえば，

以下のように，根の左側と上側の交換が起きているパターンがあり得る．

Tc Ta`b

Ta`b

Ta

Tw Tu`v

Tu`v

Tu

上はあくまで例であるが，上下反転以外の位置交換が起きている場合には，必ず次の埋め込みが

発生していることを確認できる．

Ta ĺ Tu, Ta`b ĺ Tu`v, Tc ĺ Tu`v (2)

たとえば，上の例においては，左部から上部への埋め込み Tc`a`b ĺ Tu`v から 2番目と 3番目

の不等式を導くことができ，下部の埋め込みが 1番目の不等式に対応する．最初の 2つの不等式に

帰納的仮定を適用すれば，a ď uかつ a ` b ď u ` v が導かれる．もし a “ uならば，b ď v を得

られるので
ϕpa, bq “ ϕpu, bq ď ϕpu, vq

である．もし a ă uかつ b ă ϕpu, 0qであれば，

ϕpa, bq ă ϕpa, ϕpu, 0qq “ ϕpu, 0q ď ϕpu, vq

を得る．いま，a ă uかつ b ě ϕpu, 0qであれば，u ă Γ0 であるから，a ď u ă ϕpu, 0q ď bなの

で，u ` ϕpu, 0q “ ϕpu, 0qより，a ` b “ bかつ u ` v “ v を得るから b ď v である．したがって，

a ă uかつ b ď v であるから，
ϕpa, bq ď ϕpu, vq.

いずれにせよ ϕpa, bq ď ϕpu, vqを得る．つづいて，式 (2)中の 3番目の不等式に帰納的仮定を適

用すれば，c ď u ` v ď ϕpu, vqを得る．よって，ϕの性質より，

c ` ϕpa, bq ď ϕpu, vq ď w ` ϕpu, vq

である．よって，埋め込みが上下反転以外の位置交換を伴う場合には定理は示される．また，埋め

込みが回転や反転を行わない場合でも，Tc`ϕpa,bq ĺ Tϕpu,vq の場合には不等式 (2)が成立している．
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それでは，埋め込み hが回転や反転を含まず，Tc`ϕpa,bq ł Tϕpu,vq の場合を考えよう．いま，カ

ントール標準形を考えているので，実際には，ϕ型の木が直列に結合した形を考えている．

s “ c ` ϕpa, bq “ ϕpa0, b0q ` ϕpa1, b1q ` ¨ ¨ ¨ ` ϕpan, bnq ` ϕpa, bq

図で表せば，以下のような形状である．

Ta0`b0

Ta0`b0

Ta0

ϕpa0, b0q

Tan`bn

Tan`bn

Tan

ϕpan, bnq

Ta`b

Ta`b

Ta

ϕpa, bq

いま，各 ϕ型の木の根の部分に注目し，その根の hによる行き先が Tϕpu,vq に含まれるような最

も左のものに注目する．

Tw Tu`v

Tu`v

Tu

この赤色でハイライトした ϕ 型の木が Tϕpai,biq であると仮定しよう．また，この部分までの ϕ

型の木は，すべて正常な向きで埋め込まれていると仮定してよい．正常な向きでなければ，先ほど

と同様に不等式 (2)が成立する．この ϕ型の木が一番右側の木でなければ，赤色ノードの埋め込み

hの行き先は，Tu`v の中の 3分岐ノードである．この 3分岐ノードの上部の木を Tx`y とし，下

部の木を Tx とする．左部には長く木が連なっている可能性もあるが，順序数に対応する木の構成

においては，最初に Tx`y が現れてから，その後の木が続くはずである．したがって，埋め込みが

正常な向きであることから，以下のような状況になっている．

Tai`bi

Tai`bi

Tai

Tϕpai,biq

Tx`y

Tx`y

Tx

Tu`v

いま，分岐の上部に注目すると，Tai`bi ĺ Tx`y であるから，分岐の左部の Tai`bi も Tx`y に埋

め込むことができる．したがって，元の埋め込みをそのような埋め込みに修正することによって，
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赤枠部 Tϕpai,biq 全体が Tu`v に埋め込まれていると仮定できる．このようにして，埋め込み先が

Tϕu,v を外れる最初のノードが，ϕ型の木の直列の区切り部分となることを保証できる．

Tw Tu`v

Tu`v

Tu

以上をまとめると，s “ s0 ` s1 となる項 s0, s1 が存在して，Ts0 ĺ Tw かつ Ts1 ĺ Tϕpu,vq とな

る．つまり，上図で説明すれば，s0 が左の木の緑色の部分であり，s1 が左の木の青色の部分であ

る．よって，帰納的仮定より，s0 ď wかつ s1 ď ϕpu, vqとなるから，和の性質より

s “ s0 ` s1 ď w ` ϕpu, vq “ t

を得る．上の議論では，Tϕpai,biq が一番右の ϕ型の木でないことを仮定していたが，一番右であっ

ても証明は同様である．

ところで，tree 関数の良い下界を求めたい場合には，少ない頂点数で大きい順序数を表示でき

たほうがよい．第 2.2節の方法を拡張したタイプの順序数の木表示法をグーゴロジスト [1]は提示

しており，これは本稿で採用したものよりも頂点数の節約という点で優れている．しかし，その代

償として，グーゴロジストの木表示法を用いると，定理 2.16の証明がかなり面倒になると思われ

る（というか 2020年 4月現在，書き下された証明は存在しないと思う）．逆に，80年代～90年代

に書かれた証明論の文献 [15, 5]では，順序数の木表示としていずれとも異なるものを用いており，

そのおかげで，本稿と比べると定理 2.16の証明が圧倒的に容易である．その一方で，ヴェブレン

階層程度で 4分岐が必要になってしまうなど，若干，効率が悪い．証明の容易さを取るか，木の複

雑性のコスト削減を取るか．この辺りで，証明こそが本質と考える数学者と，一切の証明を行わな

いグーゴロジストの対比が出ているようで興味深い．本稿は，数学的証明も巨大数も取り扱いたい

ため，その中間的な木表示法を採用した．

さて，3分岐ノードを用いて，ヴェブレン階層の木表示を与えることができたが，この分岐数を

増やすことによって，多変数ヴェブレン階層の木表示を与えることも可能である．これを利用する

と，ϑpΩωqの適当な梯系について，treeの増大度が fϑpΩωq 程度であると予想できる．

tree « fϑpΩωq

グーゴロジストによる記述を見ると，treeの増大度は，ϑpΩωqの「標準的な梯系」に対する急増

加関数 fϑpΩωq 程度であることを示したと主張しているようであるが，その証明をどこにも見つけ

ることはできなかった．その後に書かれた別のグーゴロジストによる記述だと，「標準的か分から

ない特定の梯系に関して，急増加関数 fϑpΩωq 程度である」と読める文章もあるので，どちらがグー

ゴロジストの現在の認識かは分からない．しかし，どちらにせよ，主張しているだけで証明は一切
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書き下されていない（定理 2.16の証明すら，本稿以前にどこかに書かれているのか定かでない）よ

うである．

とにかく tree « fϑpΩωq を証明するのには多大な労力を要するであろうが，以下の不等式程度で

あれば，気合いを入れて頑張れば証明できるので，チャレンジしてみてほしい．

問題 9. 十分大きな自然数 nについて，treepnq ą fωω pnqであることを証明せよ．

§ 3. TREEp3qはなぜ有限なのか？

さて，実際に TREEp3q や大きな n について treepnq を求めようと試みると，いくらでも長く

^-埋め込み不可能列を続けられそうな錯覚に陥る．実際，その巨大さを考えれば，自分の人生が

終わるまで ^-埋め込み不可能列を続けることも容易いであろう．そうすると，本当に treepnq や

TREEpnqは有限なのか，^-埋め込み不可能列は本当に必ず有限ステップで止まるのか．慎重な読

者ならば，疑わしいと思うかもしれない．それが数学においては正しい態度である．数学を志すも

のならば，証明が与えられていない主張を無批判に受け入れてはいけない．証明が書かれていない

主張はすべて疑ってかかり，その嘘を暴こうとする心構えを持つことが重要である．

それでは本節では，treepnqや TREEpnqが必ず有限の値を取ることの証明を与えよう．この証

明の背後にある理論は，現在，WQO 理論という名の下で統一された理論である．その準備とし

て，普遍代数における等式理論の概念を拡張した，不等式理論の概念を導入する．

3.1. 等式理論，不等式理論，自由代数

順序数の理論は，一変数多項式上の順序構造からスタートした．また，ヴェブレン階層までの順

序数の理論もまた，いくつかの公理を満たす項の形式理論として導入した．様々な理論を，項の形

式理論として取り扱うことによって，物事を統一的に見られることを明らかにしていこう．

■等式理論の基本: 本稿で主に用いるものは，項の間の不等式の理論であるが，その前に項の間

の等式理論を導入しておくことにする．等式理論は，普遍代数 (universal algebra)や数理論理学

(mathematical logic)と呼ばれる分野における基本概念である．

定義 3.1 (言語と項). 言語 (language) とは，引数が指定された関数記号 (function symbols) の

集合である．引数 n の関数記号は，n 変数関数記号と呼ばれ，特に 0-変数関数記号は定数記号

(constant symbol)と呼ばれる．言語 Lの項 (term)は，以下のように帰納的に定義されるもので

ある．

1. 定数記号および変数記号は項である．

2. もし f が n変数関数記号であり，t1, t2, . . . , tn が項ならば，fpt1, t2, . . . , tnqは項である．

変数記号を含まない項は，閉項 (closed term)と呼ばれる．

例 3.2 (モノイドと群の言語). モノイドの言語 LMon は 2項関数記号 ˚と定数記号 εからなる集合 t˚, εuで
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ある．群の言語 LGrp は，˚ と e に 1 変数関数記号 ‚´1 を加えた集合 t˚, ε, ‚´1u である．通常，˚px, yq を

x ˚ y と略記し，‚´1pxqを x´1 と略記する．このとき，x, y, z, u, v が変数記号ならば，たとえば px ˚ εq ˚ y

は LMon および LGrp の項であり，pz ˚ pu´1 ˚ vqq ˚ εは LGrp の項であるが，LMon の項ではない．また，

これらは閉項ではないが，たとえば ε ˚ ε´1 は閉項である．

定義 3.3 (等式理論). 言語 Lの項全体の集合を TermpLqと書く．TermpLq上の 2項関係 T は等

式理論 (equational theory)と呼ばれる．このとき，関係 T $ s “ tを T を拡張する最小の合同関

係として定義する．つまり，関係 T $ s “ tは，以下のように帰納的に定義される．

ps, tq P T

T $ s “ t
(公理)

T $ t “ t
(反射律)

T $ s “ t
T $ t “ s

(対称律)
T $ s “ t T $ t “ u

T $ s “ u
(推移律)

もし xが変数記号で，f が n変数関数記号ならば，

T $ spxq “ tpxq

T $ spuq “ tpuq
(代入)

T $ s1 “ t1, . . . , sn “ tn
T $ fps1, . . . , snq “ fpt1, . . . , tnq

(関数適用)

例 3.4 (モノイドの公理). モノイドの公理 TMon は，項の等式 “px˚ yq ˚ z “ x˚ py ˚ zq”および “ε˚x “ x”

と “x ˚ ε “ x” を公理に持つ理論である．群の公理 TGrp には，さらに項の等式 “x ˚ x´1 “ ε” および

“x´1 ˚ x “ ε”が含まれる．つまり，モノイドの公理 TMon と群の公理 TGrp は等式理論である．

■不等式理論: それでは，等式理論のアイデアを拡張して，不等式理論の概念を導入しよう．

定義 3.5 (不等式理論). 言語 Lの項全体の集合を TermpLqと書き，TermpLq上の 2項関係を不

等式理論 (inequational theory)と呼ぶことにする．このとき，関係 Q $ s ď tを以下のように

帰納的に定義する．

ps, tq P Q

Q $ s ď t
(公理)

Q $ t ď t
(反射律)

Q $ s ď t Q $ t ď u

Q $ s ď u
(推移律)

もし xが変数記号で，f が n変数関数記号ならば，

Q $ spxq ď tpxq

Q $ spuq ď tpuq
(代入)

Q $ s1 ď t1, . . . , sn ď tn
Q $ fps1, . . . , snq ď fpt1, . . . , tnq

(関数適用)

不等式理論は不等式公理しか持たないが，等式 s “ tは s ď tかつ t ď sと表すことができる．

したがって，不等式理論は等式理論よりも広い概念であると考えることができる．たとえば，半群

の公理や群の公理も不等式理論である．
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定義 3.6. いま，L上の不等式理論 Qが与えられているとしよう．このとき，与えられた擬順序

A “ p|A|,ďAqが Q-生成する擬順序 QrAsというものを定義しよう．まず，各 a P |A|について

定数記号 ǎを言語 Lに加え，拡張した言語 LA “ L Y tǎ : a P |A|uを考える．このとき，擬順序

Aは，LA の不等式理論とみなすことができる:

AxA :“ tpǎ, b̌q : a ďA bu.

TermclpLAqを LA-閉項全体の集合とすると，この上の擬順序を次によって定義できる．

s ďQrAs t ðñ Q Y AxA $ s ď t.

このとき，次の擬順序を Aが Q-生成する擬順序と呼ぶ．

QrAs :“ pTermclpLAq,ďQrAsq

注意. 等式理論 T の場合は，この商構造を考えたものは，通常は，Aが生成する自由 T -代数と呼ばれる．し

たがって，上の概念の商を取ったものは，Aが生成する自由 Q-半順序などと呼ぶのが妥当だろうか．

一旦，不等式理論はこのように等式理論のアナロジーとして定義しておく．しかし，もう少し広

範な擬順序を取り扱いこともあり，特に，不等式理論の代入と関数適用の規則については条件を緩

めると便利なこともある．つまり，不等式理論は，等号付き論理の一種だと思って，等式公理と不

等式公理を別枠で考えるメリットもある．

■不等式理論上で生成される擬順序の例: まずは，言語 t˚, εuにおける以下の項の等式公理および

不等式公理を考えてみよう．

（結合律） “px ˚ yq ˚ z “ x ˚ py ˚ zq”;

（交換） “x ˚ y ď y ˚ x”; （弱化） “x ď x ˚ y”, “y ď x ˚ y”; （縮約） “a ˚ a ď a”.

一番上の行は，つまり半群の公理であり，等式公理であるから，不等式公理として書き直せる．

下の行について，論理学の構造規則とのアナロジーから交換・弱化・縮約という名称を付けている．

ただし，既知の順序と対応付けるために少し技巧的な修正を施したりするので，論理学とのアナロ

ジーに拘るのはもしかするとあまり適切でない可能性もある．

(a) 積順序: 結合律だけからなる不等式理論を QH と書くことにする．擬順序 Aが QH-生成する

擬順序とは，積順序 ďn
A の非交叉和である．

この文脈では，項 a1 ˚ a2 ˚ ¨ ¨ ¨ ˚ an は pa1, a2, . . . , anqと略記される．擬順序 Aの積順序の非交

叉和 ď˚
A とは，項 a “ pa1, a2, . . . , anqと b “ pb1, b2, . . . , bmqについて，以下によって定義される

ものである．
a ď˚

A b ðñ pn “ mq and p@i ď nq ai ďA bi.

つまり，同じ長さだった場合のみ，成分毎に順序比較をしていることになる．以後，QYAxA の

ことも QrAsと略記することにすれば，以下が成立している．
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命題 3.7. 擬順序 Aが QH-生成する擬順序は，Aの積順序の非交叉和 ď˚
A と等しい．

s ď˚
A t ðñ QHrAs $ s ď t.

Proof. (ñ) 順方向については，関数適用の推論規則から従う．

a1 ďA b1, . . . , an ďA bn

QHrAs $ a1 ď b1, . . . , an ď bn
(公理)

QHrAs $ pa1, . . . , anq ď pb1, . . . , bnq
(関数適用)

(ð) 逆方向について，各推論規則の上式を ď˚
A に変えたものが成立しているならば下式も ď˚

A に変えたも

のが成立することを示せば十分である．公理と代入は自明であり，反射律と推移律は ď˚
A が擬順序であるこ

とから従う．関数適用について確認すればよいが，

s ď˚
A u t ď˚

A v

ps, tq ď˚
A pu, vq

(関数適用)

が成立することは積順序の定義から明らかである．

(b) 語の埋め込み順序: QH に弱化規則を加えた不等式理論を Qw と書くことにする．擬順序 A

が Qw-生成する擬順序とは，|A|上の語上の埋め込み順序である．

この文脈では，項 a1 ˚ a2 ˚ ¨ ¨ ¨ ˚ an の ˚はしばしば略され，a1a2 . . . an と書かれ，アルファベッ

ト |A|上の語と呼ばれる．語上の埋め込み順序 (embeddability ordering)とは，語 a “ a1a2 . . . an

と b “ b1b2 . . . bm について，以下によって定義されるものである．

a ďw
A b ðñある単射単調写像 h : t1, . . . , nu Ñ t1, . . . ,muが存在して，

任意の i ď nについて，ai ďA bhpiq が成立する．

ここで，hが単調であるとは，i ď j ならば hpiq ď hpjqであることを意味する．

a1 a2 a3 a4 . . . . . . an´1 an

b1 b2 b3 b4 . . . . . . . . . . . . bm´1 bm

これを |A|-ラベル付き有限全順序上の埋め込み順序だと考えれば，定義 1.8と等しい概念である

ことがわかる．

命題 3.8. 擬順序 Aが Qw-生成する擬順序は，A上の語上の埋め込み順序 ďw
A と等しい．

s ďw
A t ðñ QwrAs $ s ď t.
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Proof. (ñ) 順方向について，単射単調写像 hが与えられているとする．単射性と単調性より，i ă j ならば

hpiq ă hpjqなので，bhpi´1q`1 . . . bhpiq´1bhpiq は空語ではない．ここで，hp´1q “ 0とする．よって，仮定

ai ďA bhpiq と弱化規則より，

ai ďA bhpiq

QwrAs $ ai ď bhpiq

(公理)
QwrAs $ bhpiq ď bhpi´1q`1 . . . bhpiq

(弱化)

QwrAs $ ai ď bhpi´1q`1 . . . bhpiq

(推移律)

を得る．これに関数適用の推論規則を用いれば，以下を得る．

QwrAs $ a1 ď b1 . . . bhp1q . . . an ď bhpn´1q`1 . . . bhpnq

QHrAs $ a1 . . . an ď b1 . . . bhpnq

(関数適用)

QHrAs $ a1 . . . an ď b1 . . . bm
(弱化)

(ð) まず，埋め込み順序が弱化規則を満たすことは容易に確認できる．具体的には，s ďw
A stは hを恒等

写像とすればよく，s “ a1 . . . an の場合，t ďw
A stを示すには hpiq “ n ` iを考えればよい．関数適用につ

いても，h1 : s ďw
A uと h2 : t ďw

A v を仮定すると，s “ a1 . . . an かつ u “ b1 . . . bm であったとすれば，

hpiq “

#

h1piq if i ď n

m ` h2pi ´ nq if i ą n

とすれば，h : st ďw
A uv であることは明らかである．

(c) 語の準同型順序: QH に弱化規則と縮約規則を加えた不等式理論を Qwc と書くことにする．

擬順序 Aが Qwc-生成する擬順序とは，|A|上の語上の準同型順序である．

ただし，ここで交換規則がない場合の縮約規則については，定数記号 aにしか適用できないとす

る．つまり，各不等式規則の代入規則を除去して，以下の規則を扱うことにする．

Q $ s ˚ t ď s ˚ a ˚ t
(弱化)

Q $ s ˚ a ˚ a ˚ t ď s ˚ a ˚ t
(縮約)

ここで，s, t は項であるが，a, b は定数記号であるとする．語上の準同型順序 (homomorphic

ordering)とは，語 a “ a1a2 . . . an と b “ b1b2 . . . bm について，以下によって定義されるもので

ある．

a ďwc
A b ðñある単調写像 h : t1, . . . , nu Ñ t1, . . . ,muが存在して，

任意の i ď nについて，ai ďA bhpiq が成立する．

埋め込み順序との違いは，単射性を要求しないことである．

a1 a2 a3 a4 . . . . . . an´1 an

b1 b2 b3 b4 . . . . . . . . . . . . bm´1 bm
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命題 3.9. 擬順序 Aが Qwc-生成する擬順序は，A上の語上の準同型順序 ďwc
A と等しい．

s ďwc
A t ðñ QwcrAs $ s ď t.

Proof. (ñ) 順方向について，単調写像 h が与えられているとする．命題 3.8 のときとは異なり，単射性を

要求していないため，hpi ´ 1q “ hpiq のときに，βi :“ bhpi´1q`1 . . . bhpiq´1bhpiq が空語になる．もし βi が

空語ならば β1
i “ bhpiq とし，さもなくば β1

i “ βi とする．このとき，β1
i の最後の文字は必ず bhpiq であるか

ら，仮定 ai ďA bhpiq と弱化規則より，

ai ďA bhpiq

QwrAs $ ai ď bhpiq

(公理)
QwrAs $ bhpiq ď β1

i

(弱化)

QwrAs $ ai ď β1
i

(推移律)

を得る．これに関数適用の推論規則を用いれば，以下を得る．

QwrAs $ a1 ď β1
1 . . . an ď β1

n

QwrAs $ a1 . . . an ď β1
1 . . . β

1
n

(関数適用)

もし βi が空語ならば，hpi ´ 1q “ hpiq であるから，β1
i´1 と β1

i の最後の文字は bhpi´1q “ bhpiq となる．

よって，β1
i´1 から最後の文字を取り除いたものを β´

i´1 と書けば，縮約規則によって，

QwrAs $ β1
i´1β

1
i “ β´

i´1bhpi´1qbhpiq “ β´
i´1bhpi´1qbhpi´1q ď β´

i´1bhpi´1q “ β´
i´1

を得る．つまり，

βi “ H ùñ QwrAs $ β1
1 . . . β

1
i´1β

1
iβ

1
i`1 . . . β

1
n ď β1

1 . . . β
1
i´1β

1
i`1 . . . β

1
n

のようにして，β1
i を取り除くことができる．しかし，βi が空語でないならば β1

i “ βi であったから，これは

QwrAs $ β1
1 . . . β

1
n ď β1 . . . βn

を導く．したがって，推移律と弱化規則より，目的の結論が得られる．

QwrAs $ a1 . . . an ď β1
1 . . . β

1
n QwrAs $ β1

1 . . . β
1
n ď β1 . . . βn

QwrAs $ a1 . . . an ď β1 . . . βn “ b1 . . . bhpnq

(推移律)

QwrAs $ a1 . . . an ď b1 . . . bm
(弱化)

(ð) 準同型順序が弱化規則と関数適用規則を満たすことは，命題 3.8 の証明と同様である．縮約規則

s ˚ a ˚ a ˚ t ďwc
A s ˚ a ˚ t も自明である．具体的には，s “ s1 ˚ ¨ ¨ ¨ ˚ sn かつ t “ t1 ˚ ¨ ¨ ¨ ˚ tm とすれば，

i ď n ` 1について hpiq “ iとし，i ą n ` 1について hpiq “ i ´ 1とすれば，s ˚ a ˚ a ˚ t ďwc
A s ˚ a ˚ tが導

かれる．

(d) 有限集合の支配順序: QH に交換，弱化，縮約規則を加えた不等式理論を Qewc と書くことに

する．擬順序 Aが Qewc-生成する擬順序とは，|A|の有限部分集合上の支配順序である．

以下，記号 ˚を略記するが，交換規則がある場合，たとえば項 abbaaccabcは常に aaaabbbcccの

ように整理できる．この上で縮約規則を用いると，すべての重複を削除して，abcという形にでき
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る．この文脈では，a1a2 . . . an は ta1, a2, . . . , anuと略記される．上で述べた項の例をこの記法で

書き直せば，
ta, b, b, a, a, c, c, a, b, cu “ ta, a, a, a, b, b, b, c, c, cu “ ta, b, cu

ということである．以上の議論より，与えられた Aについて，交換と縮約がある場合の LA-閉項

は，|A|の有限部分集合と同一視できる．

|A|の部分集合 U, V Ď |A|について，支配順序 (domination order)は以下のように定義される．

U ďewc
A V ðñ p@x P UqpDy P V q x ďA y.

命題 3.10. 擬順序 A が Qewc-生成する擬順序は，A の有限部分集合上の支配順序 ďewc
A と等

しい．
s ďewc

A t ðñ QewcrAs $ s ď t.

Proof. (ñ) 項 s “ ta1, . . . , anu と t “ tb1, . . . , bmu について，s ďewc
A t を仮定する．特に，ある関数

h : t1, . . . , nu Ñ t1, . . . ,muが存在して，任意の i ď nについて ai ďA bhpiq が成立する．したがって，演算

の関数適用によって，
ta1, a2, . . . , anu ď tbhp1q, bhp2q, . . . , bhpnqu

が成立する．しかし，t1 “ tbhp1q, . . . , bhpnquは t “ tb1, . . . , bmuの部分集合であるから，交換規則を用いて

t1 に現れる定数記号を順番通りに並び替え，t1 の足りない要素を弱化規則で増やし，t1 の重複した要素を縮約

規則を消去することによって，目的の式は示される．

s “ ta1, a2, . . . , anu ď tbhp1q, bhp2q, . . . , bhpnqu ď tb1, b2, . . . , bmu “ t.

(ð) 証明は容易であるので省略する．

(e) 一変数多項式上の順序: 不等式理論を Qewc の縮約規則を少し弱めると，少し興味深い不等式

理論を生み出すことができる．いま，縮約規則を少し弱めた公理を考えてみよう．

(弱い縮約) a ă b ùñ a ˚ a ă b

このとき，QH に交換，弱化，弱い縮約規則を加えた不等式理論を Q1
ewc と書くことにする．こ

の場合も交換規則があるので，項 abbaaccabc は常に aaaabbbccc と整理できるが，縮約が弱いた

め，定数記号の重複を削除できるとは限らない．このため，この項を a4b3c3 と多変数単項式のよ

うに記述するのは妥当であろう．しかし，実際には次のいずれかの記法を使うと，順序の意味を理

解しやすい．

4xa ` 3xb ` 3xc, ωa ¨ 4 ` ωb ¨ 3 ` ωc ¨ 3.

ここで，xや ω は形式的なダミー記号であり，特に何の意味ももたない．この不等式理論 Q1
ewc

は，多重集合上の擬順序という形で紹介されることもある．

自然数上の標準的な順序を ω と書けば，ω から Q1
ewc-生成される順序は例 2.12で紹介した 1変

数多項式上の順序と同一であり，この順序型は ωω と書かれる．続いて ωω から Q1
ewc-生成される
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順序の順序型は ωωω

である．一般に，順序型 αの整列順序から Q1
ewc-生成される順序の順序型は

ωα である．

3.2. 木と森の不等式理論

ここまでで QwrAsは A-ラベル付き全順序の埋め込み順序であることを見た．これらの発想を拡

張すれば，A-ラベル付き木の ^-埋め込み順序もまた不等式理論の文脈で説明できるだろうか．そ

のヒントは既に第 1.4節で紹介した，木の項表示である．木を代数的に取り扱うためには，2種類

の 2項演算，すなわち「和」と「積」の両方が必要である．つまり，ここからは，言語 t`, ˚uを考

える．和と積に関する最低限の公理として，以下を要求する．

定義 3.11. 言語 t`, ˚uの等式理論 Rは，以下からなるものである．

（結合律） “px ˚ yq ˚ x “ x ˚ py ˚ zq”; “px ` yq ` z “ x ` py ` zq”;

（和の交換規則） “x ` y “ y ` x”; （右分配律） “px ` yq ˚ z “ x ˚ z ` y ˚ z”.

等式理論 Rの項によって，森を表すことができる．ここで，各連結成分が木となっているような

グラフのことを森 (forest)と呼ぶ．ただし，本稿における木とは根付き木であったから，連結成分

ごとに根があることに注意する．同値であるが，森とは，0個以上の木の非交叉和である，と言って

もよい．また，集合 Lに対して，L-ラベル付き森 (L-labeled forest)とは，森 T と写像 ℓT : T Ñ L

の対である．そして，擬順序 Aが与えられているとき，RrAsにおける項は，A-ラベル付き森に対

応する．

まず，各項がいかなるラベル付き森を表しているかについて解説しよう．定数記号 aは，aでラ

ベルが付けられた唯一の頂点からなる木である．

a “ a

和 x` yは，ラベル付き森 x, yの非交叉和を表す．つまり，森をグラフだと思えば，グラフ xと

y が離れた所へ配置され，xと y を繋ぐ辺は存在しない．

x ` y “
x y

積 x ˚ y は，ラベル付き森 xの各葉に森 y のコピーのすべての根を接続する辺を加えたものを意
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味する．たとえば，xと y が共に木の場合には，次のようなものである．

x ˚ y “
x

y y y

ただし，y が森の場合には，xの各葉毎に y の根の数だけ接続辺を加える必要がある．具体例で

説明すれば，以下のような感じである．

a

a

b

a ˚

c b

a c

“

a

a

b

a

c b

a c

c b

a c

左図は，以下のように項表示することができる．

s “
`

a ˚ pa ˚ b ` aq
˘

˚
`

c ` b ˚ pa ` cq
˘

しかし，右図は，第 1.4節で紹介した項表示をそのまま適用すれば，次のようになる．

t “ a ˚

”´

a ˚ b ˚
`

c ` b ˚ pa ` cq
˘

¯

` a ˚
`

c ` b ˚ pa ` cq
˘

ı

この 2つの項の同値性は，右分配律によって保証されている．以下，˚は省略して書いている．

s “ apab ` aq
`

c ` bpa ` cq
˘

“ a
“

ab
`

c ` bpa ` cq
˘

` a
`

c ` bpa ` cq
˘‰

“ t.

この議論を一般的に説明しよう．まず，項として 2種類のものがあることに注目する．つまり，

木を表す項と木にならない項，あるいは連結項と不連結項と言ってもよい．項としての側面を強調

すれば，最も外の演算が `以外の項と `の項である．不連結項は，`によって生み出され，˚か

らは生み出されない．

定義 3.12. 不等式理論 Rにおいて，以下の形の項を標準形と呼ぶ．

t “ a ˚
`

u1 ` u2 ` ¨ ¨ ¨ ` uℓ

˘

or t “ u1 ` u2 ` ¨ ¨ ¨ ` uℓ.

ここで，aは定数記号であり，各 uk は連結項であり，右の場合には ℓpiq ě 2であるとする．た

だし，項 ti が連結項ならば左の形であり，不連結項ならば右の形であるとする．

主張. 不等式理論 Rにおいて，任意の項は標準形と等しい．
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Proof. 帰納法によって示す．まず，s, t が標準形ならば s ` t も標準形であることは容易に確

認できる．しかし，s, t が標準形であっても s ˚ t が標準形であるとは限らないが，たとえば，

s “ a ˚ pu1 ` ¨ ¨ ¨ ` uℓqだったとしよう．以下，˚は省略して記すが，右分配律によって以下を示

せる．

st “ apu1 ` ¨ ¨ ¨ ` uℓqt “ a
`

pu1 ` ¨ ¨ ¨ ` uℓ´1q ` uℓ

˘

t

“ a
`

pu1 ` ¨ ¨ ¨ ` uℓ´1qt ` uℓt
˘

“ ¨ ¨ ¨ “ apu1t ` . . . uℓtq.

各 ui ˚ tの最も外の演算は ˚であるから，ui ˚ tは連結項であり，したがって，この右下の式は

標準形である．よって，項の構成に関する帰納法によって，任意の項は標準形と等しいことが示さ

れた．

以上より，˚単体だと語の理論であったが，`と ˚を組み合わせると森の理論を生み出すことが

できる．

(f) 木の準同型順序: この不等式理論 Rに対して，新たに和と積に関する弱化規則

（弱化） “x ď x ` y”; “x ď x ˚ y”; “x ď y ˚ x”.

を加えた不等式理論 Rw を考えていこう．一応，注意しておくと，和については可換性があるの

で，弱化規則の式は一つ考えれば十分である．

さて，実は Rw の分析はやや難しいので，先に縮約規則を加えた不等式理論 Rwc を分析するこ

とにする．ただし，ここでは和と積に関する縮約規則を加えるが，考える縮約規則は以下のもので

ある．
“s ˚ a ˚ a ˚ t ď s ˚ a ˚ t”; “s ` u ` u ` t ď s ` u ` t”.

ここで，s, t, uは項であり，aは定数記号であるとする．つまり，˚に関する縮約規則は定数記

号にしか適用できないが，`に関する縮約規則は任意の項に適用できる．Rw にこの規則を加えた

理論を Rwc と書くことにする．不等式理論 Qwc が語の準同型順序に対応していたように，不等式

理論 Rwc に対応する順序は，森の準同型順序である．写像 h : S Ñ T が |A|-ラベル付き森 S から

T への準同型 (homomorphism)とは，以下の条件を満たすことである．

σ Ď τ ùñ hpσq Ď hpτq,

ℓSpσq ďA ℓT phpσqq.

つまり，ラベル増大な単調写像である．S から T への準同型が存在するとき，S ĺwc
A T と書く

ことにする．

命題 3.13. 擬順序 Aが Rwc-生成する擬順序は，|A|-ラベル付き森の準同型順序 ĺwc
A と等しい．

s ĺwc
A t ðñ RwcrAs $ s ď t.
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Proof. (ñ) 準同型 h : S Ñ T が与えられていると仮定する．まずは，記法の準備から始める．森 T のノー

ド σ をひとつ固定したとき，σ の先のノード全体 Tσ :“ tτ P T : σ Ď τuは，T を表す項 tT の部分項 tσ に

対応する．いま
tσ “ a ˚ pu1 ` u2 ` ¨ ¨ ¨ ` unq

の形であると仮定できる．したがって，特に ℓT pσq “ aである．

T “ a

. . .

u1 un

σ

また，t`
σ を σ を真に拡張するノード全体を表す項，つまり t`

σ “ u1 ` ¨ ¨ ¨ ` un とする．S 側のノード σ

についても，同様にして項 sσ と s`
σ を与える．

それでは，証明に入ろう．まず，S の各ノード σ の子ノードを σ1, . . . , σk とリストすれば，ノード σ に対

する項 sσ は次のように表すことができる．

sσ “ ℓSpσq ˚ psσ1 ` ¨ ¨ ¨ ` sσk q.

帰納的に sσj ď thpσjq を仮定する．このとき，hpσq Ď hpσjqであることから，hpσqは hpσjqを部分項と

して含むので，弱化規則を繰り返し用いることにより，

sσj ď thpσjq ď thpσq

を得る．したがって，`に関する縮約規則を用いれば，

s`
σ “

k
ÿ

j“1

sσj ď thpσq ` ¨ ¨ ¨ ` thpσq ď thpσq

を導くことができる．よって，仮定 ℓSpσq ď ℓT phpσqqと ˚に関する関数適用と縮約規則を用いれば，以下を

得る．

sσ “ ℓSpσq ˚

k
ÿ

j“1

sσj ď ℓT
`

hpσq
˘

˚ thpσq

“ ℓT
`

hpσq
˘

˚ ℓT phpσqq ˚ t`
hpσq ď ℓT phpσqq ˚ t`

hpσq “ thpσq.

(ð) 項の木表示の定義より，分配則は自明である．`の交換規則は，木の分岐の左右入れ替えを意味する

が，これは準同型順序で同一視できる．また，` の弱化について，s ĺw
A s ` t は t を無視して，行き先も s

側に移せばよいので自明である．˚の弱化 s ĺw
A s ˚ tと s ĺw

A t ˚ sも同様である．関数適用についても，た

とえば s ĺw
A uと t ĺw

A v に対する準同型を組み合わせれば，s ˚ t ĺw
A u ˚ v および s ` t ĺw

A u ` v に対する

準同型を作ることができる．縮約についても容易である．

(g) 木の K-埋め込み順序: それでは，森の不等式理論 Rに対して，和と積に関する弱化規則

（弱化） “x ď x ` y”; “x ď x ˚ y”; “x ď y ˚ x”.

を加えた不等式理論 Rw を考えていこう．前に注意したように，和については可換性があるので，

弱化規則の式は一つ考えれば十分である．
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不等式理論 Qw が語の埋め込み順序に対応していたことから，Rw は森の埋め込み順序に対応し

ていると予想できる．しかし，残念ながら，これは ^-埋め込み順序よりも少し強くなってしまう．

具体的には，Rw は分岐を保つ埋め込みに対応する．これを正確に述べるために，森 T のノード

σ, τ について，以下の記法を用いる．

σ K τ ðñ σ Ď τ and τ Ď σ.

このとき，h : S Ñ T が |A|-ラベル付き森 S から T への分岐を保つ埋め込み，あるいは略して

K-埋め込みであるとは，以下の条件を満たすことである．

σ Ď τ ùñ hpσq Ď hpτq,

σ “ τ ùñ hpσq “ hpτq,

σ K τ ùñ hpσq K hpτq,

ℓSpσq ďA ℓT phpσqq.

つまり，上から順に，単調性，単射性，分岐保存性，ラベル増大性である．S から T への K-埋

め込みが存在するとき，S ĺw
A T と書くことにする．

命題 3.14. 擬順序 A が Rw-生成する擬順序は，|A|-ラベル付き森の K-埋め込み順序 ĺw
A と等

しい．
s ĺw

A t ðñ RwrAs $ s ď t.

Proof. (ñ) K-埋め込み h : S Ñ T が与えられていると仮定する．基本的なアイデアとして，まず，S に対

応する項 sと埋め込み hの像である T の部分木に対応する項 t˚ に対して，関数適用によって s ď t˚ は保証

される．さらに，T 全体に対応する項を tとすると，`と ˚に関する弱化規則を用いて t˚ ď tを導くことが

できる．あとは推移律より s ď tが従う．

このように直感的には明らかであるが，形式的に書き下そうとすると，記法の点で厄介である．まず，記法

の整理から始めよう．森 T のノード σ をひとつ固定したとき，σ の先のノード全体 Tσ :“ tτ P T : σ Ď τu

は，T を表す項 tT の部分項 tσ に対応する．いま

tσ “ a ˚ pu1 ` u2 ` ¨ ¨ ¨ ` unq

の形であると仮定できる．したがって，特に ℓT pσq “ aである．

T “ a

. . .

u1 un

σ

もし σ Ĺ τ であれば，τ に対応する項 tτ はいずれかの ui の部分項になっている．つまり，ある項 vipxqが

存在して，ui “ viptτ qとなる．先ほどと同様に，

tτ “ b ˚ pv1 ` v2 ` ¨ ¨ ¨ ` vmq
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の形である．このとき，

tpσ,τx|pxq :“ vipb ˚ xq, tpσ,τx| :“ tpσ,τx|pHq “ vipbq

として定義する．ここで，t`
τ を τ を真に拡張するノード全体を表す項，つまり t`

τ “ v1 ` ¨ ¨ ¨ ` vn とすれば，

もちろん tpσ,τx|pt
`
τ q “ ui である．図で表せば，tpσ,τx| とは，以下の図中で青色でハイライトした部分である．

a

. . .

u1 un

ui

b

. . .

τ

σ

それでは，証明に入ろう．議論を簡易化するために，h : S Ñ T は^-埋め込みであるとする．まず，S の各

ノード σ の子ノードを σ1, . . . , σk とリストすれば，ノード σ に対する項 sσ は次のように表すことができる．

sσ “ ℓSpσq ˚
`

ℓSpσ1q ˚ s`
σ1

` ¨ ¨ ¨ ` ℓSpσkq ˚ s`
σk

˘

.

いま，σj を真に拡張するノードの埋め込み h による行き先は hpσjq を真に拡張するので，帰納的に

s`
σj

ď t`
hpσjq

を仮定できる．各 j ď k について，項 tphpσq,hpσjqx|pxqは項 ℓT phpσjqq ˚ xを部分項として含む

ので，弱化規則を繰り返し用いて，次を得る．

ℓT phpσjqq ˚ x ď tphpσq,hpσjqx|pxq. (3)

したがって，帰納的仮定，関数適用規則，代入規則，推移律を用いて，

sσj “ ℓSpσjq ˚ s`
σj

ď ℓT phpσjqq ˚ t`
hpσjq ď tphpσq,hpσjqx|pt

`
hpσjqq (4)

を導ける．次に，T のノード hpσqの子ノードを τ1, . . . , τℓ とリストし，npjqを hpσq Ă τnpjq Ď hpσjqとな

る hpσqの唯一のものとする．`に関する関数適用規則と弱化規則より，以下を得る．

s`
σ “

k
ÿ

j“1

`

ℓSpσjq ˚ s`
σj

˘

ď

k
ÿ

j“1

tphpσq,hpσjqx|pt
`
hpσjqq “

k
ÿ

j“1

tτnpjq ď

ℓ
ÿ

n“1

tτn “ t`
hpσq.

さらに，埋め込みの性質 ℓSpσq ď ℓT phpσqqと ˚に関する関数適用より，s`
σ ď t`

hpσq
から sσ ď thpσq が導

かれる．したがって，帰納法によって主張は導かれた．

h : S Ñ T が K-埋め込みである場合を考えよう．上の議論では，sσj ď tτnpjq であることを示していたが，

K-埋め込みの場合には，i “ j であっても npiq “ npjqになってしまうことがあり得る．このため，直後の子

ノードで分解するのではなく，hpσiqと hpσjqの分岐が発生した部分で分解を行う．たとえば，σ の子ノード

が σ1 と σ2 であり，hpσ1q と hpσ2q の分岐が hpσq の直後でないノード τ12 である場合を考えよう．このと

き，前と同様の議論によって以下を得る．

s`
σ “ sσ1 ` sσ2 ď tpτ12,hpσ1qx|

`

t`
hpσ1q

˘

` tpτ12,hpσ2qx|

`

t`
hpσ2q

˘

ď τ`
12 ď tphpσq,τ12x|pτ

`
12q ď t`

hpσq. (5)

一般の場合も議論は同様である．

(ð) 項の木表示の定義より，分配則は自明である．`の交換規則は，木の分岐の左右入れ替えを意味する

が，これは K-埋め込み順序で同一視できる．また，`の弱化について，s ĺw
A s ` tは tを無視して sに埋め

込めばよいので自明である．˚の弱化 s ĺw
A s ˚ tと s ĺw

A t ˚ sも同様である．関数適用についても，たとえ

ば s ĺw
A uと t ĺw

A v に対する K-埋め込みを組み合わせれば，s ˚ t ĺw
A u ˚ v および s ` t ĺw

A u ` v に対す

る ^-埋め込みを作ることができる．
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(h) 木の ^-埋め込み順序: 先ほどの不等式理論 Rw を修正して，^-埋め込み順序を表すことはで

きないだろうか．その方法として，項として 2種類のものがあったことを思い出そう．つまり，木

を表す項（連結項）と木にならない項（不連結項）である．不連結項は，`によって生み出され，

˚からは生み出されない．したがって，「˚に関する規則は連結項にのみ適用できる」という制限を

課すのは妥当だと思われる．ただし，`に関する規則は如何なる項に適用してもよい．しかし，そ

うすると ˚は不連結項について何も言えなくなってしまうため，以下の弱めた関数適用規則は認め

るものとする．
a ď b s ď t
a ˚ s ď b ˚ t

(弱い関数適用)

ここで，a, b は定数記号であり，s, t は任意の項である．このように修正した不等式理論を R´
w

と書くことにしよう．

さて，現在扱っているのは森なので，森に関する ^-埋め込み順序の正確な定義を与えておこう．

いま，ノード σ と τ が同じ連結成分に属していることを σ „ τ と書くことにする．このとき，

h : S Ñ T が |A|-ラベル付き森 S から T への ^-埋め込みであるとは，以下の条件を満たすことで

ある．

σ Ď τ ùñ hpσq Ď hpτq,

σ “ τ ùñ hpσq “ hpτq,

σ ȷ τ ùñ hpσq ȷ hpτq,

hpσ ^ τq “ hpσq ^ hpτq,

ℓSpσq ďA ℓT phpσqq.

木の ^-埋め込みの違いは，3行目の性質で，異なる連結成分に属すノードは異なる連結成分に移

す，というものである．S から T への ^-埋め込みが存在するとき，S ĺw´
A T と書くことにする．

命題 3.15. 擬順序 Aが R´
w -生成する擬順序は，|A|-ラベル付き森の ^-埋め込み順序 ĺw´

A と等

しい．
s ĺw´

A t ðñ R´
w rAs $ s ď t.

Proof. (ñ) 順方向については，命題 3.14 の証明の ˚ に関する規則を用いている部分を注意深く分析すれ

ばよい．式 (3) は単独の定数記号を別の項に埋め込む操作なので，R´
w で問題なく実行できる．たとえば，

a “ ℓSpσq ď ℓT phpσqq “ a1 だったとして，項 aが項 c ˚ pa1 ` bqに埋め込まれている場合には，連結項に対

する積 ˚の弱化，和の弱化，弱い関数適用を用いて，以下を得る．

a ď a1

a1 ď a1

a1 ď c ˚ a1
(˚ 弱化)

a1 ď a1

a1 ď a1 ` b
(` 弱化)

c ˚ a1 ď c ˚ pa1 ` bq
(弱い関数適用)

a1 ď c ˚ pa1 ` bq
(推移律)

a ď c ` pa1 ` bq
(推移律)

命題 3.14 の証明のその次の式 (4) における ˚ の関数適用は，まさに弱い関数適用である．同様に，

ℓSpσq ď ℓT phpσqqと s`
σ ď t`

hpσq
から sσ ď thpσq を導く最後のステップも弱い関数適用である．
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一応，K-埋め込みについては，この議論が通用しないことを説明しておこう．命題 3.14の証明の式 (5)に

おいて，一行目の不等式までは示せるのだが，そこに現れる不連結項 τ`
12 に tphpσq,τ12x| を被せて全体の不等式

を示すには，不連結項に関する ˚の弱化規則が必要である．しかし，R´
w は不連結項に関する ˚の弱化規則を

持たないため，式 (5)を示せないのである．

(ð) ` の交換法則，弱化規則，関数適用については自明である．˚ の弱化について，s ĺw´
A s ˚ t は自明

であるが，s ĺw´
A t ˚ s については，s が連結項に制限されていることから従う．弱い関数適用について，

a ĺw´
A bおよび s ĺw´

A tを仮定する．s, tが不連結項の場合のみ考えると，ĺw´
A の定義より，sの異なる連

結成分のノードは tの異なる連結成分のノードに移されている．したがって，a ĺw´
A bに対応する ^-埋め込

みと s ĺw´
A tに対応する ^-埋め込みを単純に貼り合わせれば，^-埋め込みになっている．

(i) 木の左右を保つ ^-埋め込み順序: さて，不等式理論 Rは `は交換法則を持つということを仮

定していたが，和の交換法則を取り除いても問題ない．その場合，s ` t “ t ` sになり得るので，

項を森として見たときには，分岐の順番まで考慮に入れた，順序付き森と呼ばれるものに相当する．

a

s t
“

a

t s

このような理論に `に関する弱化規則を加え，さらに (f)のように，˚の連結項に対する弱化規

則と弱い関数適用を加えた不等式理論を R˝
w と書くことにする．このとき，不等式理論 R˝

w から生

成される順序は，左右を保つ ^-埋め込み可能性による順序であることは容易に想像できるだろう．

3.3. WQO理論とクラスカルの木の定理

順序集合 pQ,ďQq の部分集合 S が半鎖 (antichain) であるとは，任意の p, q P Q について，

p ęQ q かつ q ęQ pであることを意味する．この場合，しばしば pKQ q と書く．

定義 3.16. 擬順序集合 pQ,ďQqが整擬順序 (well-quasi-order)あるいはWQOであるとは，Q

が無限下降列も無限半鎖も持たないことを意味する．

この概念は整列擬順序と訳されることが多いが，整列という用語は混乱を招く可能性があるの

で，本稿では用いないこととする．使わない用語は説明しないが，混乱を招く理由として，以下の

ような状況があるためである．
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有限半順序

ó

整列順序 (WO) ùñ ベター半順序 (BPO) ùñ 整半順序 (WPO) ùñ 整礎な半順序

ó ó ó ó

前整列順序 (PWO) ùñ ベター擬順序 (BQO) ùñ 整擬順序 (WQO) ùñ 整礎な擬順序

ところで，ラムゼーの定理 (Ramsey’s theorem)と呼ばれるものがある．最も単純なケースでは，

人間が 6人集まれば「知り合い同士であるような 3人」あるいは「互いに知り合いでない 3人」の

どちらかは必ず存在する，というものである．あるいは，人々が星空の中に星座という形状を見出

してきた，というのもラムゼー理論の心を表す．スローガン的には，これは

十分に巨大な構造の中には必ず秩序がある

と説明されることがある．ただ，この十分に巨大というのが本当に巨大でなければならないことが

多く，実際，冒頭で述べたように，グラハム数はラムゼー理論において用いられた数である．

さて，ラムゼーの定理の最初の例のように，集団 X の各ペアを複数の属性に分割しよう．つま

り，たとえば各ペアに対して「知り合いである」「知り合いでない」という属性を付けるような感

じである．集合X の大きな nの部分集合全体を rXsn と表すことにすれば，ペアへの属性付けは，

関数 c : rXs2 Ñ E を指定することと同等である．本稿で用いるものは，「知り合いである」「知り

合いでない」というような二択の設定でよいので，関数 c : rXs2 Ñ t0, 1uを考える．最初の例であ

れば，X が 6以上の要素を含むならば，3以上の要素を含む Y Ď X が存在して，Y に属すペアは

いずれも同じ属性である．つまり，以下が成立している．

pDi P t0, 1uqp@x, y P Y q cptx, yuq “ i. (6)

さて，本稿で用いるものは，無限ラムゼーの定理というものである．無限に大きい構造には無限

に大きな秩序がある．もし X が無限集合ならば，上記のような Y Ď X を無限集合として取るこ

とができる，という主張である．形式的には，任意の関数 c : rXs2 Ñ t0, 1u について，ある無限

集合 Y Ď X が存在して，式 (6) が成立する．この定理は，もともとフランク・ラムゼー (Frank

P. Ramsey) が形式論理学の研究の中で証明した主張である．この無限ラムゼーの定理は認めて，

次の証明を与えることにしよう．

命題 3.17. 擬順序集合 pQ,ďQq が WQO であることと，次の条件を満たす Q の無限列

q1, q2, q3, . . . が存在しないことは同値である．

p@m,nq rm ă n ùñ qm ęQ qns.

上記の式を満たす無限列 q1, q2, q3, . . . は悪列 (bad sequence)と呼ばれる．一応確認しておくと，

この式は，クラスカルの木の定理 1.6や関数 treeおよび TREEの定義で見たものと同じである！

Proof. WQOでないならば，無限下降列または無限反鎖を持つ．どちらにせよ，悪列である．
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逆に，Qは悪列 tqnunPN を持つと仮定する．いま，n ă mについて，以下のようにペアに属性 c : rNs2 Ñ

t0, 1uを与える．
cptn,muq “ 1 ðñ qn ěQ qm.

このとき，無限ラムゼーの定理より，ある無限集合 I Ď Nが存在して，I に属す番号のペアは等しい属性を
持つ．もし，cの I 上の値が 1であれば，cの定義と tqnunPN が悪列であるという条件より，

pn,m P I and n ă mq ùñ pqn ěQ qm and qn ęQ qmq ðñ qn ąQ qm

であるから，tqnunPI は無限下降列を与える．もし，cの I 上の値が 0であれば，cの定義と tqnunPN が悪列

であるという条件より，

pn,m P I and n ă mq ùñ pqn ğQ qm and qn ęQ qmq ðñ qn KQ qm

であるから，tqnunPI は無限反鎖を与える．以上より，Qが悪列を持つならば，Qは無限下降列または無限反

鎖を持つことが示された．

命題 3.17より，WQOとは，悪列を持たない擬順序である．つまり，どんな無限列 pqiqが与え

られても，ある n ă mが存在して，qn ďQ qm となる．この性質の良いところは，ďQ にしか言及

しないため，WQOの定義が単調であることを明示化するという点にある．具体的には，同じ集合

X 上の擬順序 ďP が擬順序 ďQ より粗い，つまり

x ďQ y ùñ x ďP y

という条件を満たす場合を考えよう．このとき，qn ďQ qm ならば必ず qn ďP qm も保証される．

したがって，
pX,ďQqがWQO ùñ pX,ďP qもWQO

という性質が成り立つのである．WQOの最初の定義 3.16のように，定義が無限下降列と無限反

鎖に分解されていると，この性質は非自明である．この性質は命題 3.17 の恩恵のひとつである．

これを利用すると，不等式理論 Qと Q1 があったとき，もし Q1 が Qより強いならば，

QrAsがWQO ùñ Q1rAsもWQO

ということも導ける．したがって，可能な限り弱い不等式理論においてWQO性を示す，というこ

とが重要である．

無限ラムゼーの定理のもうひとつの帰結を証明しよう．

補題 3.18. 擬順序 QがWQOならば，Qの任意の列 q0, q1, q2, . . . は広義単調増大な無限部分

列を含む．つまり，増大関数 r : N Ñ Nが存在して，以下が成立する．

i ď j ùñ qrpiq ď qrpjq.
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Proof. Qの任意の列 q0, q1, q2, . . . が与えられていると仮定する．いま，n ă mについて，以下のようにペ

アに属性 c : rNs2 Ñ t0, 1uを与える．

cptn,muq “ 1 ðñ qn ďQ qm.

このとき，無限ラムゼーの定理より，ある無限集合 I Ď Nが存在して，I に属す番号のペアは等しい属性を
持つ．もし cの I 上の値が 0であれば，

pn P I and n ă mq ùñ qn ęQ qm

であるが，I は無限集合なので，つまり，これは悪列であるような部分列を持つということである．しかし，

QはWQOであったから，悪列は持たないので，これはあり得ない．したがって，必ず cは I 上で値 1を取

るが，このとき，
pn P I and n ă mq ùñ qn ďQ qm

が成立している．無限集合 I の元を添字に持つ要素を順に並べていけば，これは pqnqnPN の広義単調増大な

無限部分列を与える．

さて，全順序には整礎部分 (well-founded part)という概念がある．これは全順序のうち整礎に

なっているギリギリ限界の部分までを取ってくる操作で，整列順序を扱う際には重要な手法であ

る．これは，ギリギリ整礎になっていない部分を取ってくるという行為と表裏一体である．このア

イデアを拡張して，擬順序に対するWQO部分という概念も考えたい．しかし，ここで考えるもの

はその裏の姿で，ギリギリWQOになっていない部分である．この概念はWQO理論においては，

極小悪列という名で呼ばれる．本稿では，項上の擬順序しか考えないので，そのようなものに対す

る極小悪列を導入しよう．

定義 3.19. 項上の擬順序 Q上の極小悪列 (minimal bad sequence)とは，項の悪列

t0, t1, t2, . . . , ti´1, ti, ti`1, ti`2, . . .

であり，任意の i P Nおよび ti の任意の真部分項 t1
i に対して，

t0, t1, t2, . . . , ti´1, t
1
i, si`1, si`2, . . .

が悪列となるような si`1, si`2, . . . は存在しないことを意味する．

補題 3.20. 不等式理論 Qにおいて擬順序 Aから生成される擬順序 QrAsがWQOでない，つ

まり悪列を持つならば，必ず極小悪列を持つ．

Proof. まず，QrAsはWQOでないので，悪列 u0, u1, u2, . . . をもつ．最初に，u0 の部分項 u1
0 のうち，悪

列 u1
0, v1, v2, . . . に拡張可能であるような極小のものを取る．不等式理論の項 u0 は有限個の記号の組合せで

作られているので，u0 の部分項は有限種類しか存在しない．したがって，有限種類の u1
0 の悪列への拡張可能

性を確認すればよいから，そのような u1
0 は存在するので，それを t0 とおく．いま，t0, v1, v2, . . . を得てい

るので，次は v1 の有限種類の部分項 v1
1 を見て，t0, v

1
1, . . . が悪列に拡張可能な極小のものを取り，それを t1

とおく．これを繰り返せば，極小悪列 t0, t1, t2, . . . を得る．
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WQO理論の主結果は，既に知っているWQOをタネにして不等式理論を経由して擬順序を拡

張しても，まだWQOであることが保たれる，という形式の定理群である．つまり，様々な不等式

理論 Qについて，
AはWQO ùñ QrAsはWQO

という形式の定理が成立する．実際には，不等式理論として書き表すのが難しい擬順序構成につい

ても，類似の結果が知られている．この種の定理の代表的な例が，ディクソンの補題，ヒグマンの

補題，クラスカルの木の定理である．

まずは，語上の順序から議論しよう．先ほど見たように，弱い不等式理論でWQOの保存性を

示せたならば，強い不等式理論においてもWQOの保存性は成立する．したがって，可能な限り

弱い不等式理論で WQO の保存性を示すことが重要である．語の理論の場合，ヒグマンの補題

(Higman’s lemma)によれば，弱化規則さえあれば，WQOの保存性が満たされる．ここで，命題

3.8によれば，˚の弱化規則のみを持つ不等式理論 Qw は語上の埋め込み順序に対応していたこと

を思い出そう．

定理 3.21 (ヒグマンの補題). 語の埋め込み順序の不等式理論Qw はWQO性を保つ．つまり，

AはWQO ùñ QwrAsはWQO.

Proof. AはWQOであるが，QwrAsはWQOでないと仮定する．このとき，補題 3.20より，QwrAsは極

小悪列 t0, t1, t2, . . . を持つ．いま，˚の結合律より，項 ti は A上の語と同一視できたことを思い出そう．こ

のとき，ai P Aを ti の先頭の記号とする，つまり，ti “ ai ˚ t1
i と分解する．ここで，t1

i として空な項も認め

ることにする．

このとき，a0, a1, a2, . . . は Aの列であるが，AはWQOだったので，補題 3.18より，panqnPN は単調増

大な無限部分列 parpnqqnPN を含む．このとき，

t0, t1, . . . , trp0q´1, t
1
rp0q, t

1
rp1q, t

1
rp2q, . . .

を考えると，t1
rp0q は trp0q の部分項であるから，極小悪列の定義より，この列は悪列ではない．したがって，

ある i ă j について，i 番目の要素から j 番目の要素への順序関係を成立させる．これについて，3 つのパ

ターンがある．

1. i ă j ă rp0qの場合: このとき ti ď tj であるが，これは ptnqnPN が悪列でなかったことを導き，矛盾

する．

2. i ă rp0q ď j の場合: このとき，ti ď t1
rpkq となるが，˚の弱化規則より，

ti ď t1
rpkq ď arpkq ˚ t1

rpkq “ trpkq

を得る．しかし，i ă rpkqかつ ti ď trpkq ということは，ptnqnPN が悪列でなかったことを導き，矛盾

する．

3. rp0q ď i ă j の場合: このとき，ある k ă ℓについて t1
rpkq ď t1

rpℓq となっているが，いま arpkq ď arpℓq

であったから，関数適用規則より，

arpkq ď arpℓq t1
rpkq ď t1

rpℓq

arpkq ˚ t1
rpkq ď arpℓq ˚ t1

rpℓq

(関数適用)

trpkq ď trpℓq
(定義)
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を得る．このとき，rpkq ă rpℓqかつ trpkq ď trpkq なので，ptnqnPN が悪列でなかったことを導き，矛

盾する．

以上より，いずれにせよ矛盾を導くので，QwrAsがWQOでないという仮定が誤っていた．つまり，Aが

WQOならば QwrAsもWQOである．

それでは，本題の木に関する順序について議論する．演算が複数あるので，木の方が語よりも厄

介である．先ほど述べたように，可能な限り弱い不等式理論においてWQOの保存性を示すのが

よい．ここでは，`と ˚について共に弱化規則しか持たない不等式理論 R˝
w を扱うことにする．以

下の定理は，クラスカルの木の定理 (Kruskal’s tree theorem)と呼ばれる．

定理 3.22 (クラスカルの木の定理). 森の左右を保つ ^-埋め込み順序の理論 R˝
w はWQO 性

を保つ．つまり，
AはWQO ùñ R˝

wrAsはWQO.

Proof. AはWQOであるが R˝
wrAsはWQOでないと仮定する．このとき，補題 3.20より，R˝

wrAsは極小

悪列 t0, t1, t2, . . . を持つ．前に説明したように，右分配律を用いて，各 ti は次のように表すことができる．

ti “ ai ˚
`

ui
1 ` ui

2 ` ¨ ¨ ¨ ` ui
ℓpiq

˘

or ti “ ui
1 ` ui

2 ` ¨ ¨ ¨ ` ui
ℓpiq.

ここで，ai は定数記号であり，各 ui
k は連結項であり，右の場合には ℓpiq ě 2であるとする．項 ti が連結

項ならば左であり，不連結項ならば右である．いま，上の極小悪列の真部分項たち

U “ tui
k : i P N, k ď ℓpiqu

がWQO をなしていることを示そう．そうでないと仮定すると，U の悪列 v0, v1, v2, . . . が存在する．この

とき，v0 “ us
k の形となっているので，v0 は ts の真部分項である．悪列の部分列は悪列であるので，pvjqjPN

の中から ts 以降の項の真部分項となっているものだけを取り出すことによって，すべての vj は ts 以降の項

の真部分項であると仮定できる．悪列 ptiqの極小性の仮定より，

t0, t1, . . . , ts´1, v0, v1, v2, . . . (7)

は悪列ではない．さて，vj “ un
k であったとすると，たとえば tn が連結項だった場合には，`と ˚の弱化を

用いると，
vj “ un

k ď un
1 ` un

2 ` ¨ ¨ ¨ ` un
ℓpnq ď an ˚ pun

1 ` un
2 ` ¨ ¨ ¨ ` un

ℓpnqq “ tn

を得る．tn が不連結項だった場合も同様である．しかし，ある n ě s について vj “ un
k であると仮定して

おり，ptiq は悪列であるから，i ă s ď n について ti ę tn である．これを vj ď“ tn と組み合わせれば，

ti ę vj を得る．特に，列 (7) は悪列であることが導かれるが，これは仮定に矛盾する．したがって，U が

WQOであることが導ける．　

つづいて，ti のうち無限個が不連結項の場合には，悪列の部分列は悪列であるので，ptiqは不連結項だけか

らなる悪列であると仮定してもよい．そうでない場合には，連結項の先頭の記号の列 paiqを考えると，これ

は Aの列であるが，AはWQOだったので，補題 3.18より，panqnPN は単調増大な無限部分列を含む．し

たがって，その部分に対応する ptnqの部分列を取ってくることによって，i ď j ならば ai ď aj となっている

ことを仮定できる．
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それでは，t0, t1, t2, . . . の部分項のなす次のような列を考えよう．

u0
1 ` u0

2 ¨ ¨ ¨ ` u0
ℓp0q, u1

1 ` u1
2 ` ¨ ¨ ¨ ` u1

ℓp1q, u2
1 ` u2

2 ` ¨ ¨ ¨ ` u2
ℓp2q, . . . (8)

和 `を語の結合だと思えば，これは U の語の列だと思うことができる．実際，和 `は結合律と弱化規則を

満たすので，この列に関する順序は U の語上の埋め込み順序 QwrU sと完全に一致する．U がWQOであっ

たことから，ヒグマンの補題（定理 3.21）より，QwrU sもWQOである．したがって，列 (8)は悪列ではな

い．つまり，ある j ă k が存在して，

uj
1 ` uj

2 ` ¨ ¨ ¨ ` uj
ℓpjq ď uk

1 ` uk
2 ` ¨ ¨ ¨ ` uk

ℓpkq

を導く．tj と tk が不連結項であった場合には，これは tj ď tk を意味する．もし tj と tk が連結項であった

ならば，aj ď ak であったから，弱い関数適用規則を用いて，

aj ď ak uj
1 ` ¨ ¨ ¨ ` uj

ℓpjq
ď uk

1 ` ¨ ¨ ¨ ` uk
ℓpkq

aj ˚ puj
1 ` ¨ ¨ ¨ ` uj

ℓpjq
q ď ak ˚ puk

1 ` ¨ ¨ ¨ ` uk
ℓpkqq

(弱い関数適用)

tj ď tk
(定義)

を得る．したがって，いずれにせよ j ă k かつ tj ď tk を得るが，これは ptnq が悪列であるという仮定に

矛盾する．よって，R˝
wrAs はWQO でないという仮定が誤っていたということである．つまり，R˝

wrAs は

WQOである．

上の定理 3.22は，定理 1.6で述べたクラスカルの木の定理よりも強い主張になっている．なぜ

なら，命題 3.15より，ラベル付き森の ^-埋め込み順序は不等式理論 R´
w と対応していたが，理論

R´
w は理論 R˝

w よりも強い．したがって，定理 3.22は R´
w についても成立する．ここで，Aを n

個の元を持つ離散順序（つまり，サイズ nの反鎖）としよう．すると，R´
w rAsがちょうど n-ラベ

ル付き森の ^-埋め込み順序に対応する．Aは有限順序なので，明らかにWQOである．よって，

定理 3.22より R´
w rAsもまたWQOであると示される．

Aは有限 ùñ AはWQO ùñ R´
w rAsはWQO.

つまり，n-ラベル付き森の ^-埋め込み順序はWQOであるから，クラスカルの木の定理 1.6が

導かれた．

§ 4. あとがき

4.1. 歴史的リマーク

■WQO理論の歴史: WQO理論 [8]は様々な分野で同時に発生した．WQOの定義は「有限基

底」の形で定式化することもでき，代数学の文脈ではそちらの同値な定義が用いられることも多

い．WQO理論の最も基本的な結果は，WQOが積で閉じている（積順序がWQO性を保つ）と

いう結果であり，これはディクソンの補題 (Dickson’s lemma)と呼ばれる．ディクソンの補題は，

たとえばグレブナー基底の存在性証明などに用いられることでよく知られている．
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WQO 理論の次の重要なステップは，アメリカ数学協会 (MAA) の発行する雑誌 American

Mathematical Monthlyにおいて 1949年にエルデシュ (Paul Erdös)が提出した問題から発生し

た．この問題は，自然数列の整除順序に関するWQO 性のある種の保存性を問うものであった．

1952年，このエルデシュの問題は，何人かの数学者によって独立に解決された．そのうちのエル

デシュとラドー (Richard Rado)の結果 [2]は，有限集合の支配順序に関するWQO性の保存を導

くものである．この同年にヒグマン (Graham Higman)が証明したものが，ヒグマンの補題（定理

3.21）である．ヒグマンの補題は，語の埋め込みに関するWQO性の保存を導くものであり，本稿

で説明したように，これは上述のエルデシュ-ラドーの定理より強力である．ヒグマンもまた，こ

の補題を抽象代数の文脈で提示しており，WQO性のことを有限基底性 (finite basis property)と

呼んでいる [6]．

純粋なグラフ理論の文脈では，1940年の Andrew Vazsonyiが予想したとされる，有限木の同相

埋め込み (homeomorphic embedding)による順序のWQO性である．エルデシュによって，この

問題はクラスカル (Joseph B. Kruskal)に伝えられ，1954年に解決が与えられた [8]．これがクラ

スカルの木の定理である．用語は異なるが，これは本稿で扱った ^-埋め込みと同値な概念である．

その後，木を越えてより一般のグラフに興味が移ることとなる．1930年に証明されていたクラ

トフスキ (Kazimierz Kuratowski)の定理もまた，グラフ理論における有限基底性の代表的な例と

言ってよいかもしれない．これは，グラフが平面グラフであることと，K5（5頂点完全グラフ）や

K3,3（6頂点完全二部グラフ）の細分であるような部分グラフを含まないことが同値であるという

ものである．その後，グラフ理論においてマイナーと呼ばれる概念が導入され，平面グラフは同様

の禁止マイナーによる特徴付けを得られる．この平面グラフに関する定理と，クラスカルの木の定

理の共通の究極的拡張が，ロバートソン (Neil Robertson)とシーモア (Paul D. Seymour)のグラ

フ・マイナー定理 (graph minor theorem)である．これは，

有限グラフはマイナー関係の下でWQOをなす

という定理であり，グラフ理論における最も深遠な定理の一つとして知られる．1983年から 2004

年に掛けて，総ページ数 500を越える 20編にわたる一連の論文（1983年の論文タイトルは “Graph

Minor I”であり，2004年の最後の論文のタイトルは “Graph Minor XX”であるように，通し番

号で名が付けられている）を経て証明された [12]という特異性からも有名である．

■独立命題と組合せ論: これらの組合せ論の定理は，ある数学基礎論の研究から，巨大数と交わる

こととなる．ゲーデルの不完全性定理 (Gödel’s incompleteness theorem)により，十分に算術を

含む無矛盾な再帰的公理化可能理論において，肯定も否定も証明できない命題（独立命題）が存在

する．しかし，不完全性定理は，あくまで独立命題が存在するとただ漠然と主張するだけである．

したがって，数学者による日常的な数学研究の過程で独立命題に遭遇することがあるかどうかは明

白ではない．ところが，その後の歴史において，集合論においては連続体仮説の独立性証明を皮切

りに，測度論におけるボレル予想，アーベル群論においてはホワイトヘッドの問題，近年では，作

用素環論におけるカルキン環の外部自己同型の存在など，数多くの数学的問題が，ZFCと呼ばれ

る標準的な集合論の体系と独立であると示されてきた．
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とはいえ，これらは抽象数学の命題なので，もう少し地に足の着いた算術的命題ではどうだろう

か．一階ペアノ算術から独立であるような自然な算術的命題は，1977 年にパリス (Jeff Paris) と

ハーリントン (Leo Harrington)によって与えられた．彼らが考えたものは，有限ラムゼーの定理

のある種の強化であり，自然数論の言葉で記述することができるのに，自然数論の形式化であるペ

アノ算術では証明も反証も不可能な独立命題である．このパリス-ハーリントンの定理の独立性は，

この有限ラムゼー的原理がある種の急増加関数を生み出すことに起因する．その後，1981 年に，

カービー (Laurie Kirby)とパリスは，グッドスタイン列という数列が 0に到達するまでの長さが

とてつもない急増加関数となることを発見する．これを利用して，グッドスタイン列の 0への収束

性もまた，ペアノ算術では証明も反証も不可能な独立命題であることが導かれた．

証明論においては，理論に対するある種の不変量として，証明論的順序数 (proof theoretic

ordinal) や可証再帰関数 (provably recursive function) と呼ばれる概念が取り扱われている．こ

のように理論内における順序数や急増加関数を分析して，理論の限界を測るという行為がなされて

いる．一階ペアノ算術の証明論的順序数は ε0 であることが知られている．そして，1980年代のフ

リードマンの発見は，クラスカルの木の定理が Γ0 を越える順序数を生み出すということであった

[15, 11]．Γ0 は一階ペアノ算術を遥かに超える算術的超限再帰の体系 ATR0 の証明論的順序数であ

る．クラスカルの木の定理という，グラフ理論の日常的研究の中で生まれた定理が，（パリス-ハー

リントンのラムゼー的原理やグッドスタイン列の収束性を遥かに越えて）ATR0 から証明できない

という事実は，多くの数理論理学者に衝撃を与えた．

様々な算術的独立命題が巨大関数を生むということはよく知られていたが，フリードマンはよ

り厳密な有限的独立性にも興味を抱き，それらの独立命題に具体的な有限の値を入力した値の評

価にも手を付け始めたようである [4]．そのうちのひとつが，クラスカルの木の定理から作られた

TREEp3qである．そして，グラフ・マイナー定理はクラスカルの木の定理を包含する公理なので

あるから，グラフ・マイナー定理の力はそれ以上である [3]．それを利用して，フリードマンによっ

て生み出されたものが，サブキュービックグラフ数 (subcubic graph number)と呼ばれる巨大数で

あり，TREEよりも巨大な数を生み出すことができる．

■ BQO理論: さて，もう少し語りたいことがあるので，再び組合せ論に戻ろう．WQO理論の

もうひとつの方向性として，不等式理論の有限項演算を無限項演算に拡張するというものがある．

つまり，不等式理論ではたとえば二項和 `や二項積 ˚を扱えたが，無限和
ř

や無限積
ś

も数学

では日常的に用いられる．等式理論の無限項演算への拡張はあまり難しくなく，実際，そのような

理論も深く研究されている．しかし，不等式理論における重要な問題はWQO性の保存であり，無

限項演算を持つ不等式理論について，これは一般には成り立たない．言い換えれば，WQOの閉包

性はあまり良いものではない．

これを解決するものが，1965年にナッシュ-ウィリアムズ (Crispin Nash-Williams)が導入した

BQO理論 [10]である．BQOとは，ウェル (well)より良い，ベター (better)を表す．ナッシュ-

ウィリアムズは，WQOの極めて技巧的な強化である BQOを導入し，本稿で扱ってきた語の理論

や森の理論を無限項演算に拡張し，ヒグマンの補題やクラスカルの木の定理の無限版の証明を与
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えたのである．また，BQO 理論の構築の過程において，ナッシュ-ウィリアムズは開閉ラムゼー

(clopen Ramsey)と呼ばれる性質を証明し，これがその後のボレル・ラムゼー定理や，集合論にお

けるラムゼー性公理の研究を誘発したという点でも重要である．

とはいえ，語の理論や森の理論を無限項演算に拡張する動機が分からないという人も多いだろ

う．ナッシュ-ウィリアムズの BQO 理論が当時注目を浴びた最初の切っ掛けは，1971 年のレイ

ヴァー (Richard Laver)によるフレーゼ予想 (Fräıssé conjecture)の解決 [9]であった．1948年，

フレーゼ (Roland Fräıssé)は次の予想を打ち立てた．

可算全順序たちは埋め込み関係の下でWQOをなす．

フレーゼはWQOという言葉は使っていないが，とにかくWQO理論の出番のようである．し

かし，この問題に対して，WQO理論は無力であった．その理由を軽く説明しよう．このためにハ

ウスドルフ (Felix Hausdorff)による可算全順序の解析を利用する．これは可算全順序の整列和と

逆整列和を考えるものである．

L0 ` L1 ` L2 ` ¨ ¨ ¨ ` Lα ` Lα`1 ` . . .

¨ ¨ ¨ ` Lα`1 ` Lα ` ¨ ¨ ¨ ` L2 ` L1 ` L0

これは，可算整列和
ř

と可算逆整列和

ř

という 2種類の無限項演算を持つ体系 Lを考えてい

ることになる．まず，1点全順序を起点として，理論 Lによって生成される全順序 L1（つまり，1

点全順序に整列和と逆整列和を組み合わせて作られる項全体上の順序）を考える．次に L1 から L-

生成される全順序 L2 を考える．このように，整列和と逆整列和を用いて作った項を入れ子にして

どんどん積み上げていく．そして，最小の非可算順序数 Ω “ ω1 について，pLαqαăΩ を考えよう．

有理数の順序型を含まない可算全順序は，必ずこのようにして作り上げていくことができる．した

がって，可算全順序の分析に必要なものは無限項演算を分析する道具であり，それが BQO理論で

あった．そして，レイヴァーは BQO理論を巧みに利用し，このフレーゼ予想を見事に肯定的に解

決したのである．

他にも無限項演算の使い所は多い．たとえば，急増加階層などの順序数単体ではなく梯系（基本

列）に依存する概念においては，梯子こそが順序数の基本データと思うべきである．そして，たと

えば無限上昇列上の支配順序の理論 Oを考えよう．1点集合を起点として，pOβqβăα から O-生成

される擬順序を Oα とすれば，これが順序型 α以下の順序数の梯系を直接与えるシステムとなって

いる．

■至る所に木の順序: 最後に，木の順序構造に関する筆者の経験について語っておきたい．思い返

せば，クラスカルの木の定理と数理論理学にまつわる話はかなり昔から知っていた—が，しかし，

クラスカルの木の定理が一体何の役に立つ定理なのかさっぱり知らなかった．そういうわけである

から，木の順序とはまあ面白い茶飲み話であるが，自分にはあまり関わりのない話であろう．そう

長らく思っていたのである．

ところが，最近，身の回りで，木の順序によく遭遇する．というのも，ある種の関数には，しば

しばその関数の振る舞いを制御する木構造が背後に隠されているようである．たとえば，関数を計
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算するアルゴリズムを記述するフローチャートのようなものを思い浮かべてもらうとよい．このよ

うに背後に木状の制御機構を持つような関数の比較など（ある関数で別の関数をシミュレートでき

るか，など）を考える際に，「木の順序」が突如として出現してくるのである．そのような典型的

な例として，たとえば計算理論におけるヘルトリング (Peter Hertling)の研究がある．彼は，BSS

機械という実数上の計算モデルの計算能力の分析の過程で，その計算構造の中に有限森の準同型順

序が隠れ潜んでいることを発見したのである．

筆者が最近，大きな興味を持っているものは，記述集合論においてふと現れた，木の順序構造で

ある．その第一ステップとして，セリヴァノフ (Victor Selivanov)は，「ベール 1級分割の位相的

分類の順序構造」がある種の森の準同型順序と同型であることを示している [13, 14]．この結果を

拡張して，モンタルバン (Antonio Montalbán)と筆者 [7]は，「ボレル可測関数の位相的分類の順

序構造」が，森の不等式理論 R（の和 `を無限項演算
ř

に拡張したもの）にヴェブレン関数 ϕに

関する公理を加えた理論における準同型順序（つまり，弱化と縮約を付加して証明できる擬順序関

係）と同型であることを示した．ここで，ラベル付き森の理論におけるヴェブレン関数の直感的

意味は，以下のようなものである．まず，ϕ0 は，森をラベルに変える演算である．これを利用す

ると，
森でラベル付けされた森でラベル付けされた森でラベル付けされた森 . . .

のような入れ子構造を得られる．無限和
ř

を利用すると，このラベルの入れ子を超限的に続ける

ことができる．つづく ϕ1 は，この森のラベルの超限入れ子の不動点を並べる演算である．ただし，

順序数に対するヴェブレン関数と違って，ϕ1ptq の t はこのヴェブレン的理論における項である．

つまり，tは森でラベル付けされた森でラベル付けされた森のようなものだったりするので，“t番

目の不動点”の概念は，順序数のヴェブレン関数ほど単純な概念ではない．したがって，ϕ1 の不動

点を取る演算 ϕ2 の意味を説明するのは難しいが，とにかく，通常のヴェブレン階層のように

ϕ0, ϕ1, ϕ2, ϕ3, . . . , ϕω, ϕω`1, . . .

が作られていく．そして，Ω “ ω1 を最小の非可算順序数として，pϕαqαăΩ まで考える．すると，

このようにして作られたヴェブレン的構造が，ボレル可測関数の位相複雑性の構造とぴったり一致

する（より正確には，そのままでは互いに擬順序なので商を取って半順序にする必要があるが，そ

うしたときに，このヴェブレン的構造とボレル可測関数の位相的分類の順序構造が順序同型である

ことが示せる）．ただのラベル付き木ですら非常に複雑なのに，それにさらにメタ的にヴェブレン

階層を重ねていった，こんなにも複雑な構造が，ボレル可測関数の位相的分類という極めて自然な

数学的活動の中から出てくる，というのが非常に面白いところである．

4.2. 参考書籍

▲

本稿では TREE周辺の話題しか取り扱っていないが，巨大数論の世界は広大である．とりあえ

ず巨大数論を一望したいのであれば，以下の書籍が最もよくまとまっていると思われる．
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フィッシュ，巨大数論 第 2版, NextPublishing Authors Press, 2017.

計算可能レベルの話は非常によくまとまっているが，ただし計算不可能レベルの話は少し怪しい

ので，計算不可能レベルの部分はあまり真に受けないでほしい．ただ，それでも計算可能関数まで

のパートは非常によく書かれているので，ぜひ読んでほしい書籍である．

▲

もっと気楽に巨大数に入門したい場合には，巨大数をテーマにした漫画も出版されている．

小林銅蟲, 寿司 虚空編, 三才ブックス, 2017.

漫画であるものの，わりと巨大数について正確に書かれている．小林銅蟲氏は他にも様々な漫画

を書いており，2020年 4月現在は，数学セミナーという雑誌で「せいすうたん」という整数漫画

を連載中である．一般誌では，現在は飯漫画を連載しているらしい（未読）．ちなみに私は大昔に

「ねぎ姉さん」というウェブ漫画で小林銅蟲氏のことを知った．

▲

古代から前世紀始め頃までの巨大数にまつわる歴史がまとまっている文献としては以下がある．

鈴木 真治，巨大数 (岩波科学ライブラリー), 岩波書店, 2016.

話題の範囲が幅広く，非常に勉強になる．しかし，時代が現代に近づいてきて，数理論理学が絡

んでくる内容になってくると，特に巨大数小史 pdfの方にはかなり賛同できない文章が散見されて

いたので紹介するかどうか迷ったが，書籍版ではその多くが削除されていたので書籍版を紹介して

おく．

▲

日本評論社の発行する「数学セミナー」という雑誌では，2019年 7月号において巨大数が特集

された．

数学セミナー 2019年 7月号 特集「おおきな数」，日本評論社, 2019.

私は「アッカーマン関数とヒルベルト」というテーマの記事を寄稿している．その他にフィッ

シュ氏による巨大数論の記事の他，岡本吉央氏によるグラハム数の記事や酒井拓史氏による集合論

の記事なども収録されている．

▲

青土社の発行する「現代思想」という雑誌では，2019年 12月号において巨大数が特集された．

現代思想 2019年 12月号　特集=巨大数の世界，青土社, 2019.

私は「無限の名を呼ぶ――巨大関数をとりまく数学小史」というテーマの記事を寄稿している．

その他にフィッシュ氏による巨大数論の記事の他，藤田博司氏や渕野昌氏による集合論の記事，徳

重典英氏による組合せ論（ラムゼー理論，セメレディの定理など）の記事なども収録されている．

小林銅蟲氏や詩野うら氏による書き下ろし漫画も掲載されている．

▲

WQO 理論に関して和書は存在しないと思われる．WQO 理論の入門的文献としては，以下の

pdfが丁寧に書かれている．
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照井 一成，NASH村とスライム退治：整列擬順序入門,

http://www.kurims.kyoto-u.ac.jp/˜terui/zengaku2018.pdf

同著者による以下の一般向け書籍にも，本稿と関わりの深い内容が書かれている．

照井一成，コンピュータは数学者になれるのか？ -数学基礎論から証明とプログラムの理論

へ-, 青土社 2015.

一般向けの啓蒙書であるが，数学基礎論の基本的話題が網羅されており，素人でも専門家でも誰

でも一見の価値はあると思う．私がこれまでの人生で見た中で最高の数学基礎論の啓蒙書であり，

手放しでオススメできる．ちなみにタイトルだけを見ると，数学基礎論に関してそんなに広範な話

題が書かれているとは到底予想できなかったので，つい最近まで完全にスルーしていた．

▲

数学基礎論のその先の段階の和書としては，以下を紹介しておく．

田中 一之，数学基礎論序説: 数の体系への論理的アプローチ，裳華房 2019.

新井 敏康，数学基礎論，岩波書店 2011.

問題 10. Numberphileの以下の動画を視聴して，感想を書け（英語の勉強にもなるかもしれない）．

• The Enormous TREE(3) https://www.youtube.com/watch?v=3P6DWAwwViU

• TREE(3) (extra footage) https://www.youtube.com/watch?v=IihcNa9YAPk
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