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あらまし 量子測定の統計は測定が行なわれる状態に依存しているにもかかわらず，測定誤差や擾乱などの統計的性
質を状態依存的に扱うことには困難があった．本講演では，物理量の可換性や同一性などの基本概念を状態依存的に
一般化することにより，量子測定と不確定性原理の状態依存的な理論展開が可能になることを解説する．
キーワード 量子測定，確率再現可能性，反復可能性，所有値再現可能性，部分的交換可能性，量子完全相関，同時
測定，2乗平均平方根誤差，不確定性原理

[Invited Talk] State-Dependent Approach to Quantum Measurement Theory
and the Uncertainty Principle

Masanao OZAWA†

† Graduate School of Informatics, Nagoya University
Furo-cho, Chikusa-ku, Nagoya, Aichi

E-mail: †ozawa@is.nagoya-u.ac.jp

Abstract Although the statistics of quantum measurements depend on the state in which measurements are made, it has been

difficult to treat statistical properties such as measurement errors and disturbances in a state-dependent manner. In this talk,

we will explain that a state-dependent approach to quantum measurement theory and the uncertainty principle is possible by

generalizing basic concepts such as commutability and identity of physical quantities in a state-dependent manner.
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1. は じ め に

量子力学では，物理量の測定において測定値として得られる
のは，その物理量の固有値に限られるが，どの固有値が得られ
るかは，一般には予測できない. それでは，測定によって得ら
れた固有値は，測定する前からその物理量が所有していた値な
のであろうか．標準的な見方では，そのような考えは通用しな
いとされている．例えば，シュレーディンガー [1,邦訳 p. 379]

は次のように述べている.

実在論を放棄するということは数々の論理的帰結をも
たらすことになる．ある変致は，私がそれを測定する
以前には，一般にはある確定した値をもっているとは
いえない．ということはすなわち，ある変数を測定す
ることが，それがもっている値を確かめることではな
いことになる．

シュレーディンガーはこのような議論の帰結として，測定は，

反復可能性仮説を満たすべきであると結論している [1, 邦訳
p. 379]．

現実が測定値を確定しないとする以上，少なくとも測
定値が現実を確定しなければならない．すなわちその
測定が行なわれた後にも，その測定値はそれだけをと
りだしても認知されるものというその意味において，
現実に存在するものでなければならない．つまり上に
求められた判定基準としては，測定とは，それを繰り
返した場合，ふたたび同じ測定値が得られるものでな
ければならない，というだけでよいことになる．

測定一般に反復可能性を要請することは，シュレーディンガー
以外にも，当時広く行なわれていたことである（注1）．

（注1）：例えば，フォン・ノイマン [2,邦訳 p. 268] は反復可能性仮説を次のよう
な定式化によって導入している．

(M.) 1つの系 S で物理量 R を 2回すぐ続けて観測すれば 2 回とも
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さて，現在，コッヘン-シュペッカーの定理 [4]やベルの不等
式の導出 [5] とその検証 [6]～[8] などから，量子力学的不確定
性を古典的な実在論（または，非文脈的隠れた変数理論）の下
で理解することができないことは決定的となった．では，われ
われはシュレーディンガーが上で述べたような結論を受け入れ
ざるを得ないのであろうか．測定を反復可能なものだけに制限
することは，反復可能性をもたない光子数計測のような測定を
測定と見なさないことに通じる．すると，現在の光学的実験の
多くの成果は，根拠のないものであるという不都合な結論を招
くであろう．また，そもそも，量子力学において測定とは，測
定される変数の値を生み出すことであって，その変数の値を確
かめることではないならば，測定という概念自体に様々な曖昧
さが生まれるであろう [9]．にもかかわらず，「測定とは測定され
る変数が所有している値を確かめることではなく，それ以後の
測定値を予測できるように値をつくり出すことである」という
反復可能性仮説の根拠を厳密に検討した研究は知られていない．
本稿では，まずこの点を検討して，測定によって実際に得ら

れた値は，測定する前からその物理量が所有していた値である
という見方を支持する統計的予言が，量子力学から導かれるこ
とを明らかにしよう．

2. フォン・ノイマンの測定過程

フォン・ノイマン [2]は，ヒルベルト空間Hで表される系 S

の物理量 A =
∑

n
an|φn〉〈φn| の測定のプロセスを考察して，

測定は次のような測定対象 Sと測定装置 Aの合成系のユニタ
リ変換で表されることを示した．

U : |φn〉|ξ〉 7→ |φn〉|ξn〉. (1)

ここで，|ξ〉 は装置 A のヒルベルト空間 K に属する状態ベ
クトル，{|ξn〉} はヒルベルト空間 K の正規直交基底であり，
M =

∑
n
an|ξn〉〈ξn|をメータ物理量と呼ぶ．対象 Sの初期状

態を |ψ〉 =
∑

n
cn|φn〉とすると，U の線形性から

U |ψ〉|ξ〉 =
∑

n

cn|φn〉|ξn〉 (2)

が得られる．
変換 (2)が測定と見なされる理由について，フォン・ノイマ

ン [2, p. 440]は次のように述べている．

観測者 IIIの観点からは，この過程が測定と見なされ
るためには，次の条件が必要である：もし，IIIが同時
測定可能な物理量 AとM（それぞれ，Iおよび IIに

同じ値がえられる．

ディラックは [3, p. 36]，反復可能性仮説を次のように導入している．

From physical continuity, if we make a second measurement of the same

dynamical variable immediately after the first, the result of the second mea-

surement must be the same as that of the first. . . . Hence, after the first

measurement has been made, the system is in an eigenstate of the dynami-

cal variable the eigenvalue it belongs to being equal to the result of the first

measurement.

おける，または，ともに I+IIにおける量）を測定すれ
ば，値の組 an, am の確率はm |= nのときは 0，かつ
m = nのときは |cn|2 である．つまり，Iにおける A

を測定するためには，IIを「観測すれば」十分である．
なお，量子力学からさらに |cn|2 = |〈ψ|φn〉|2 が成り立
つことが必要である．[一部改訳]

フォン・ノイマンの議論を整理すると，フォン・ノイマンの
測定過程が物理量 Aの測定と見なされる理由として，次の２つ
の条件が挙げられている（注2）．

(P1) 確率再現可能性: Pr{M(τ) = an} = Pr{A(0) = an}.
(P2) 反復可能性仮説：Pr{A(τ) = M(τ)} = 1.

ここで，Pr{A(τ) = M(τ)}は，

Pr{A(τ) = M(τ)} =
∑

x

Pr{A(τ) = x,M(τ) = x} (3)

と定義され，Pr{A(τ) = M(τ)} = 1 は，x |= y ならば
Pr{A(τ) = x,M(τ) = y} = 0が成立することと同値である．
さて，古典物理学的な観点に立てば，測定過程とは，測定直

前の被測定物理量A(0)の値を，測定直後のメータ物理量M(τ)

の値として再現することである．つまり，次の条件が測定過程
を特徴付ける．

(P3) 所有値再現可能性: Pr{M(τ) = A(0)} = 1.

測定直前の状態が被測定量 A の固有状態であれば，確率再
現可能性から Pr{M(τ) = an} = Pr{A(0) = an} = 1 が得ら
れるので，(P3)が成り立ち，測定値は測定直前の値を再現して
いる．しかし，重ね合わせ状態の場合は，そのような結論を得
ることはできないと考えられた．そのため，測定直前の状態が
重ね合わせの場合は，測定直前には存在していない値が測定の
過程で測定値として作り出されるという考え方がされるように
なった．しかし，実際に (P1)や (P2)から (P3)が導かれないと
する no-go定理は知られていない．以下では，(P1)や (P2)から
(P3)が導かれる可能性について検討しよう．

3. 状態依存的可換性

ところで，量子力学の標準的な定式化でこの問題に答え
るにはある種の困難が指摘されてきた [10]．というのは，
Pr{M(τ) = A(0)} という確率の計算方法が確立していない
からである（注3）．ところが，必ずしも可換であるとは限らない二
つの物理量X,Y の結合確率を計算する一般的な方法が 1932年

（注2）：ここで，測定相互作用は時刻 0 から時刻 τ まで挿入され，U は時刻 0 か
ら時刻 τ までの合成系 S+A の時間発展を表す．ハイゼンベルク描像に基づき，
A(0) = A⊗ I,M(0) = I ⊗M,A(τ) = U†A(0)U,M(τ) = U†M(0)U 等
と定義される．
（注3）：Pr{M(τ) = A(0)} が計算されるためには，結合確率 Pr{A(0) =

x,M(τ) = y} が計算されなければならない．一般には，結合確率 Pr{A(0) =

x,M(τ) = y} は A(0) と M(τ) が可換な場合に定義される．A と M は異
なる系の物理量なので，A(0) と M(0) や A(τ) と M(τ) のように同時刻で
は交換可能，つまり，[A(0),M(0)] = [A(τ),M(τ)] = 0 であるが，一般に
[A(0),M(τ)] = 0 であると結論することはできない．
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にフォン・ノイマン [2, pp. 185–187]によって与えられている．
ヒルベルト空間 H で定義された交換可能でない二つの物理

量 X,Y が与えられたとしよう．この仮定にも関わらず，X と
Y の共通の固有状態があり得る．ただし，このような固有状態
から完全直交系をつくることはできない．よって，X と Y の
共通の固有状態で張られる閉部分空間MX,Y は，全空間 Hよ
り小さいはずである．この閉部分空間MX,Y は X と Y の共
通の不変部分空間であり，その上でX と Y は交換可能である．
すると，MX,Y に属する状態 |ψ〉に対しては，X と Y は同時
に測定可能であり，その結合確率が

Pr{X = x, Y = y} = 〈ψ|PX(x)PY (y)|ψ〉 (4)

で定義される（注4）．この場合，結合確率分布 µ(x, y) = Pr{X =

x, Y = y}は X と Y の任意の多項式 f(X,Y )に対して，

〈ψ|f(X,Y )|ψ〉 =
∑
x,y

f(x, y)µ(x, y) (5)

を満たす．一般に，(5)を満たす２次元の確率分布 µ(x, y)を物
理量 X と Y の状態 |ψ〉における結合確率分布と呼ぶ．
ところで，物理量 X,Y のそれぞれの固有値 x, y に対応する

共通の固有状態の全体は閉部分空間をなし，そこへの射影は
PX(x)∧PY (y)で表される（注5）．よって，閉部分空間MX,Y へ
の射影は

∑
x,y

PX(x) ∧ PY (y) で表される．これを，物理量
X,Y の論理的交換子と呼び，com(X,Y ) で表す．すると次の
定理が成り立つ [11]．

定理 1. 任意の物理量 X,Y と状態 |ψ〉 に対して以下の条件は
すべて同値である．

(i) |ψ〉 ∈ MX,Y，すなわち，‖com(X,Y )|ψ〉‖2 = 1.

(ii) 状態 |ψ〉は物理量 X,Y の共通の固有状態の重ね合わせ
である．

(iii) 物理量 X と Y の状態 |ψ〉における結合確率分布が存在
する．

(iv) 任意の実数 x, y に対して，[PX(x), PY (y)]|ψ〉 = 0.

(v) 任意の多項式 f, g に対して，[f(X), g(Y )]|ψ〉 = 0.

上の条件の一つが成立するとき，物理量 X,Y は状態 |ψ〉に
おいて交換可能であると言われる．一般に，状態 |ψ〉において
物理量 X,Y が交換可能な確率は，

Pr{com(X,Y )} = ‖com(X,Y )|ψ〉‖2 (6)

で与えられる．

4. 量子完全相関

物理量 X,Y が状態 |ψ〉において交換可能であれば，その結
合確率を用いてそれらの物理量の値の間に成立する関係につい
て述べることが可能になる．そのもっとも基本的な関係は，明
らかに相等関係である．そこで，物理量 X,Y は状態 |ψ〉にお

（注4）：PX(x) は，部分空間 {ψ ∈ H | X|ψ〉 = x|ψ〉} への射影を表す．
（注5）：E ∧ F は二つの射影 E,F の値域の共通部分への射影を表す．

いて交換可能であり，その結合確率が Pr{X = Y } = 1を満た
すとき，X と Y は状態 |ψ〉において完全相関すると呼ばれる．
ただし，Pr{X = Y }は，

Pr{X = Y } =
∑

x

Pr{X = x, Y = x} (7)

と定義される．このとき，X と Y が完全相関する状態 |ψ〉で
張られる閉部分空間への射影は，

[[X = Y ]] =
∨
x

PX(x) ∧ PY (x) (8)

で表され，X と Y が状態 |ψ〉 において完全相関する確率は，
Pr{X = Y } = ‖ [[X = Y ]]|ψ〉‖2 を満たす．ここで，ベクトル
|ψ〉,X|ψ〉, X2|ψ〉, . . .で張られる閉部分空間を，物理量X と状
態 |ψ〉で生成される閉部分空間と呼び，C(A, |ψ〉)で表す．この
とき，次の定理が成り立つ [12]．

定理 2. 任意の物理量 X,Y と状態 |ψ〉 に対して以下の条件は
すべて同値である．

(i) X と Y は状態 |ψ〉において完全相関する．
(ii) x |= y ならば 〈ψ|PX(x)PY (y)|ψ〉 = 0．

(iii) 任意の実数 xに対して，PX(x)|ψ〉 = PY (x)|ψ〉.
(iv) 任意の多項式 f に対して，f(X)|ψ〉 = f(Y )|ψ〉.
(v) 閉部分空間 C(X, |ψ〉) に属するすべての状態 |φ〉 とすべ

ての実数 xに対して，‖PX(x)|φ〉‖2 = ‖PY (x)|φ〉‖2.

条件 (ii) における 〈ψ|PX(x)PY (y)|ψ〉 は弱結合分布と呼ば
れ，PY (y)の弱測定と PX(x)に関する事後選択によって計測
可能である [13]．よって，X と Y は状態 |ψ〉 において完全相
関するかどうかも PY (y)の弱測定と PX(x)に関する事後選択
によって計測可能である．

5. 測 定 過 程

ヒルベルト空間 K,ヒルベルト空間 Kの単位ベクトル ξ，テ
ンソル積H⊗K上のユニタリ作用素 U，ヒルベルト空間 K上
の物理量M からなる４つ組 (K, |ξ〉, U,M)を一般に測定過程と
呼ぶ [14]．測定は，時刻 0から時刻 τ に挿入される測定相互作
用によって行われ，U は，それによる対象 Sと装置 Aの合成
系の時間発展を表す．測定過程 (K, |ξ〉, U,M)による測定の測
定値を変数 xで表すと，状態 |ψ〉における測定値の確率分布は

Pr{x = x} = Pr{M(τ) = x} = ‖PM(τ)(x)|ψ〉|ξ〉‖2 (9)

と定義される．測定過程 (K, |ξ〉, U,M) のインストルメント
I(x), 双対インストルメント I(x)∗，および POVM Π(x) が次
式で定義される．

I(x)ρ = TrK[(I ⊗ PM (x))U(ρ⊗ |ξ〉〈ξ|)U†], (10)

I(x)∗X = 〈ξ|X(τ)PM(τ)(x)|ξ〉, (11)

Π(x) = 〈ξ|PM(τ)(x)|ξ〉. (12)

ただし，ρ は H 上の密度作用素，X は H 上の物理量である．
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POVM Π(x)を用いると測定値の確率分布は，

Pr{x = x} = 〈ψ|Π(x)|ψ〉 (13)

で与えられる．
Π = PA が成立するときに測定過程 (K, |ξ〉, U,M)は物理量

Aを測定するという．これは，この測定過程が任意の状態 |ψ〉
において確率再現可能性 Pr{A(0) = x} = Pr{M(τ) = x}を満
たすことを意味するが，さらに定理 2から所有値再現可能性を
満たすことが導かれる．

定理 3. 測定過程 (K, |ξ〉, U,M)によって物理量 Aが測定され
る，つまり，Π = PA ならば．被測定系の任意の状態 |ψ〉にお
いて所有値再現可能性

Pr{M(τ) = A(0)} = 1.

が成り立つ．

物理量 A =
∑

n
an|φn〉〈φn|のフォン・ノイマンの測定過程

(1)を一般化すると，次の測定過程が考えられる．

U : |φn〉|ξ〉 7→ |φ′
n〉|ξn〉. (14)

ここで，{|φ′
n〉} は必ずしも直交するとは限らない，被測定系

の任意の状態の族である．対象の初期状態を |ψ〉 =
∑

n
cn|φn〉

とすると，U の線形性から

U |ψ〉|ξ〉 =
∑

n

cn|φ′
n〉|ξn〉 (15)

が得られる．すると，

Pr{A(0) = an} = Pr{M(τ) = an} = |cn|2 (16)

より，この測定過程は確率再現可能性を持つ．よって定理 3よ
りこの測定は所有値再現可能性を持つ．実際，

PA(0)(an)|ψ〉|ξ〉 = cn|φn〉|ξ〉,

PM(τ)(an)|ψ〉|ξ〉 = U†PM(0)(an)U |ψ〉|ξ〉 = cn|φn〉|ξ〉,

より，

Pr{A(0) = M(τ)} =
∑

n

‖PA(0)(an) ∧ PM(τ)(an)|ψ〉|ξ〉‖2

=
∑

n

(PA(0)(an)|ψ〉|ξ〉, PM(τ)(an)|ψ〉|ξ〉) =
∑

n

|cn|2 = 1

が得られ，所有値再現可能性が成り立つことがわかる．

6. 状態依存的測定可能性

測定過程 (K, |ξ〉, U,M)によって状態非依存的に物理量 Aが
測定されるとは，測定過程の POVM Π が Π = EA を満たす
ことであった．このことは，任意の状態 |ψ〉において，確率再
現可能性が成立することであるといっても，所有値再現可能性
が成立することであるといっても論理的には同値であった．で
は，測定過程 (K, |ξ〉, U,M)によって状態 |ψ〉において状態依
存的に物理量 Aが測定されるとは，どのようなことを意味する

のであろうか．従来は，それは状態 |ψ〉において確率再現可能
性が成立することであると考えられていたが [10]，そのような
考えは，古典的な測定概念からの大きな逸脱を招き，いくつか
の不都合な事態を招いてきた [15]．定理 3に従って，測定過程
(K, |ξ〉, U,M)によって状態 |ψ〉において物理量 Aが正確に測
定されるとは，状態 |ψ〉において所有値再現可能性つまり

Pr{A(0) = M(τ)} = 1 (17)

が成立することであると定義するのが自然である．このとき，
次の定理が成立する [12]．

定理 4. 測定過程 (K, |ξ〉, U,M)が POVM Πを持つとき，次の
条件は互いに同値である．

(i) 測定過程 (K, |ξ〉, U,M) によって状態 |ψ〉 において物理
量 Aが測定される．

(ii) x 6= yならば，〈ψ|Π(x)PA(y)|ψ〉 = 0が成り立つ．
(iii) Π(x)|ψ〉 = PA(x)|ψ〉が任意の x ∈ Rについて成り立つ．

弱測定と事後選択の方法によって 〈ψ|Π(x)PA(y)|ψ〉 が計測
可能であるから，状態 |ψ〉において物理量 Aが測定されるかど
うかを操作的に判定する方法が存在する．

7. 量子 2乗平均平方根誤差

状態 |ψ〉において一般の測定過程M = (K, |ξ〉, U,M)によっ
て物理量 Aを測定する場合の測定誤差を定義するために，古典
物理学の２乗平均平方根誤差の概念を拡張する問題を考えよう．
そのために，状態 |ψ〉において測定過程Mによる物理量 Aの
測定に関する量子２乗平均平方根誤差を一般に ε(A, |ψ〉,M)と
表し，それが満たすべき条件を考察する [15]．

(I) （操作的定義可能性）ε(A, |ψ〉,M) は，測定過程M の
POVM Π, 被測定量 A，被測定状態 |ψ〉 によって定義可能で
ある．

(II)（対応原理）A(0)とM(τ)が状態 |ψ〉|ξ〉において可換な
らば，A(0)とM(τ)の結合確率分布で定まる古典的２乗平均
平方根誤差と一致する．すなわち，

ε(A, |ψ〉,M)2 =
∑
x,y

(x− y)2〈ψ, ξ|PA(0)(x)PM(τ)|ψ, ξ〉

(18)

が成り立つ．
(III)（健全性）測定過程Mによる状態 |ψ〉における物理量

Aの測定が正確ならば，ε(A, |ψ〉,M) = 0が成り立つ．
(IV)（完全性）ε(A, |ψ〉,M) = 0ならば測定過程Mによる

状態 |ψ〉における物理量 Aの測定は正確である．
一般に N(A) = M(τ) − A(0)を測定過程Mの物理量 Aに

対する誤差作用と呼ぶ．誤差 ε(A, |ψ〉,M)が対応原理を満たす
ならば，(5) より A(0) とM(τ) が状態 |ψ〉|ξ〉 において可換な
らば，ε(A, |ψ〉,M) = ‖N(A)|ψ〉|ξ〉‖が成り立つ．そこで，任
意の |ψ〉に対して

εNO(A, |ψ〉,M) = ‖N(A)|ψ〉|ξ〉‖ (19)
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と定義される誤差を誤差作用素型量子２乗平均平方根誤差と呼
ぶ．これは，(I)–(III)を満たすが，(IV)を満たさないことが知ら
れている [16]. また，(II)を満たせば (III)は自動的に満たされる．
誤差 ε(A, |ψ〉,M)が対応原理を満たすこととA(0)とM(τ)が状
態 |ψ〉|ξ〉において可換ならば，ε(A, |ψ〉,M) = εNO(A, |ψ〉,M)

が成り立つことは同値である．そこで，

ε(A, |ψ〉,M) = sup
t∈R

εNO(A, eitA|ψ〉,M) (20)

　で定まる誤差 ε(A, |ψ〉,M)を局所一様量子２乗平均平方根誤
差と呼ぶ．次の定理が成り立つ．

定理 5. 測定過程M = (K, |ξ〉, U,M)，物理量 A，状態 |ψ〉に
対して，次の命題が成り立つ．

(i) 誤差作用素型量子２乗平均平方根誤差 εNO(A, |ψ〉,M)

は，(I)–(III)の条件を満たす．
(ii) 局所一様量子２乗平均平方根誤差 ε(A, |ψ〉,M) は，(I)–

(IV)の条件をすべて満たす．
(iii) A(0) と M(τ) が 状 態 |ψ〉|ξ〉 で 可 換 な ら ば ，

ε(A, |ψ〉,M) = εNO(A, |ψ〉,M)が成り立つ．
(iv) A(0)2 = M(τ)2 = I ならば ε(A, |ψ〉,M) =

εNO(A, |ψ〉,M)が成り立つ．

8. ハイゼンベルクの不確定性原理

1927年にハイゼンベルク [17]は，位置 Qと運動量 P を同時
に正確に測定することはできず，両者を近似的に同時測定する
場合，位置の測定誤差 ε(Q)と運動量の測定誤差 ε(P )の間に

ε(Q)ε(P ) >=
~
2

(21)

という不確定性関係が成り立たなければならないことを示した．
これをハイゼンベルクの不確定性原理と呼ぶ．ただし，この主
張を正確に理解するためには，いくつかの曖昧な点を明らかに
する必要がある．
当時，「測定」という言葉で表される物理的操作は，現在の量

子力学で理解されるものより大きく制約されていた．当時の量
子力学では，正しい測定は，確率再現可能性と反復可能性を満
たすことが要請されていた．そこで，状態 |ψ〉において測定誤
差 ε(A)で物理量 Aを近似測定するならば，反復可能性を ε(A)

程度の誤差で満たさなければならないという要請が生まれる．
この要請を理解するためには，反復可能性を定量的に表す必要
がある．反復可能性とは，測定後の状態が，測定値を固有値と
する固有状態に変化することであるから，測定値 aを得た測定
後の状態を |ψa〉とすると，

‖A|ψa〉 − a|ψa〉‖ = 0 (22)

が成り立つ．そこで，正数 ε > 0に対して，測定が ε-近似的に
反復可能であるとは，

‖A|ψa〉 − a|ψa〉‖ <= ε (23)

が成り立つことであると定義する．この時，一般に |ψa〉は，物

理量 Aの実数 aに対する ε-近似的固有状態と呼ばれる．つま
り，測定が ε-近似的反復可能であるとは，測定後の状態が測定
値に対する ε-近似的固有状態に変化することである．
そこで，物理量 Aを測定誤差 ε(A)で測定するならば，測定

は ε(A)-近似的に反復可能でなければならないという要請をお
くと，ハイゼンベルクの不確定性原理を証明することができる．
つまり，Qと P をそれぞれ測定誤差 ε(Q)と ε(P )で同時測

定して，それぞれ測定値 q, pを得た直後の状態を |ψq,p〉とする
と，これは，Qの q に対する ε(Q)-近似的固有状態であり，か
つ，P の pに対する ε(P )-近似的固有状態であるから，

‖Q|ψq,p〉 − q|ψq,p〉‖ <= ε(Q), (24)

‖P |ψq,p〉 − p|ψq,p〉‖ <= ε(P ) (25)

が得られる．ところで，状態 |ψa〉 における A の標準偏差を
σ(A, |ψa〉)とすると，一般に任意の実数 aについて

σ(A, |ψa〉) = ‖A|ψa〉 − 〈A〉|ψa〉‖ <= ‖A|ψa〉 − a|ψa〉‖ (26)

が成り立つので，(24), (25)より

ε(Q)ε(P ) >= σ(Q, |ψq,p〉)σ(P, |ψq,p〉) (27)

が成り立つ．ハイゼンベルクは，論文 [17]において |ψq,p〉がい
わゆる最小不確定波束だと仮定して，

σ(Q, |ψq,p〉)σ(P, |ψq,p〉) =
~
2

(28)

を導き，(21) を結論している．その直後に，ケナード [18] は，
ψq,p が一般の波動関数だと仮定して，

σ(Q, |ψq,p〉)σ(P, |ψq,p〉) >=
~
2

(29)

を導き，(21)の証明は完結した．
以下では，一般の測定過程 (K, |ξ〉, U,M)による A,B の近似

的同時測定とは，二つの関数 f, g を用いて，(K, |ξ〉, U, f(M))

によって Aを測定し，同時に (K, |ξ〉, U, g(M))によって B を
測定するものとする．この場合のそれぞれの測定誤差を

εNO(A, |ψ〉) = ‖f(M)(τ)|ψ〉|ξ〉 −A(0)|ψ〉|ξ〉‖, (30)

εNO(B, |ψ〉) = ‖g(M)(τ)|ψ〉|ξ〉 −B(0)|ψ〉|ξ〉‖, (31)

ε(A, |ψ〉) = sup
t∈R

εNO(A, e−itA|ψ〉), (32)

ε(B, |ψ〉) = sup
t∈R

εNO(B, e−itB |ψ〉) (33)

これらに対して次の形の不確定性関係が成り立つ [19]～[21]．

定理 6. ε = εNO または ε0 = εとする．任意の物理量 A,B お
よび状態 |ψ〉に対して，CAB = 1

2
|〈ψ|[A,B]|ψ〉|とおくと，次

の関係が成り立つ．

(i) ε(A)ε(B) + σ(B)ε(A) + σ(A)ε(B) >= CAB .

(ii) σ(B)2ε(A)2 + σ(A)2ε(B)2

+2ε(A)ε(B)
√
σ(A)2σ(B)2 − C2

AB
>= C2

AB .
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9. む す び

ハイゼンベルク [17]は，不確定性原理を導入するためにガン
マ線顕微鏡の思考実験を考察した．ガンマ線顕微鏡を粒子の位
置の測定装置と考えると，その誤差は，光学的分解能に対応し，
誤差は，用いられる光の波長に比例する．一方，コンプトン散
乱の理論により光の散乱は光の波長に反比例する大きさで粒子
の運動量変化を伴うので，位置測定後に運動量の測定を行なう
と，光の波長に反比例する誤差が伴う．ハイゼンベルクは，こ
のようにして，位置測定の誤差と運動量測定の誤差の積が一定
の値を持つことを導いた．ところで，この議論から，「ガンマ
線顕微鏡の思考実験における位置測定の誤差と運動量測定の
誤差は，用いられる光の波長で定まり，粒子の状態と独立であ
る」[10]という誤った主張がなされることがあるので注意が必
要である．というのは，光学的分解能が光の波長で定まるため
には，測定される粒子が顕微鏡の視野の適切な場所に存在しな
ければならないからで，位置測定や運動量測定の誤差が光の波
長で定まるためには対象の状態が極めて限定された状態になけ
ればならない．従って，ガンマ線顕微鏡の思考実験における誤
差の概念は状態依存的であり，ガンマ線顕微鏡の思考実験は対
象がある限られた状態にあるときだけ成立する議論であること
が結論される．
本論文冒頭のシュレーディンガーの議論において，測定に反

復可能性を求める根拠は，反復可能性によって，測定値に対
応する被測定量の値の実在性を保証するためであると理解す
ることができる．つまり，反復可能性が満たされるというこ
とは，M(τ)と A(τ)の間に完全相関が成立するので，測定値
M(τ) = xから被測定量の値 A(τ) = xを被測定系を乱すこと
なく予言できる．従って，よく知られた実在性の判定基準 [22]

から測定値によって定まる被測定量の測定直後の値が実在する
ことが導かれる．ただし，実在性の判定基準を実際に測定され
ない物理量の間に用いることはできないことが，アインシュタ
イン-ポドルスキー-ローゼン (EPR) [22]に対するボーア [23]の
反論で明らかにされているが，この場合は，物理量 M(τ) は
実際に測定される物理量なので，そのような問題は起こらな
い [24]．
本論文では，反復可能性を仮定することなく，任意の状態で

確率再現性を持つ測定は，所有値再現可能性を持つことを示し
た．これによって，M(τ) と A(0) の間に完全相関が成立する
ので，測定値M(τ) = xから被測定量の値 A(0) = xを被測定
系を乱すことなく予言することができる．この予言の正しさは，
A(0)に対する弱測定とM(τ)に対する事後選択で確認するこ
とができる．よって，実在性の判定基準から測定値によって定
まる被測定量の測定直前の値が実在することが導かれる．
つまり，正確な測定によって実際に得られた測定値は測定前

に実在した被測定量の値を再現する．これは，コッヘン-シュ
ペッカーの定理と矛盾しない．というのは，被測定量の値の実
在性は，M(τ)の測定という文脈指定の下でのみ意味を持つか
らである．
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