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はじめに
• Hilbertの第６問題: 量子力学の公理化

• von Neumannの公理系：測定公理が未完のまま残された

• 量子力学の公理化の完成：測定公理 –量子インストルメント

• 重力波検出方式をめぐる論争

• 不確定性原理の修正

• 量子インストルメントの認知心理学への応用: 質問順序効果は心の量子性の現れか？
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量子力学に対する von Neumannの公理系
• 公理 Q1 (状態と物理量). 任意の量子系 Sには，Sの状態空間と呼ばれる，ある Hilbert
空間Hが対応する． Sの状態には，H上の密度作用素が対応し，Sの物理量には，H
上の自己共役作用素が対応する．

• 公理 Q2 (Bornの統計公式). 任意の物理量Aは任意の状態 ρで測定可能で，その測定値
xの確率分布は次式で与えられる．これを物理量Aの状態 ρにおける確率分布と呼ぶ．

Pr{A ∈ ∆∥ρ} = Tr[EA(∆)ρ] (∆ ∈ B(R)).

• 公理 Q3 (時間発展). 系 Sは，時刻 tから t + τ の間，（時間に依存しない）Hamiltonian
H をもつ孤立系とする．もし，系 Sが時刻 tで状態 ρ(t)にあるならば，時刻 t + τ に
おける系 Sの状態 ρ(t + τ )は次式で与えられる．

ρ(t + τ ) = e−iτH/h̄ρ(t)eiτH/h̄.
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• 公理 Q4 (合成系)．H を状態空間とする系 S1 と K を状態空間とする系 S2 の合成系
S = S1 + S2 の状態空間はテンソル積H ⊗ Kで与えられ，S1 の物理量 Aは S1 の物
理量A ⊗ I と同一視され，S2 の物理量B は Sの物理量 I ⊗ B と同一視される．
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反復可能性仮説
• 公理 R (反復可能性仮説). ある系における同一の物理量を２回続けて測定すると，２回と
も同一の測定値を得る．
J. von Neumann, Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik (1932)

• 公理M (測定公理). 系 Sの物理量Aを測定して，測定値 aを得たならば，測定後の系 S

の状態は，固有値 aに対する物理量Aの固有状態である．

• 定理 (von Neumann, 1932). 公理 Rと公理Mは同等である．
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近似的反復可能性仮説
• 公理 AR (近似的反復可能性仮説).ある物理量を誤差 εで測定し，直ちに，同一の物理量
の正確な（誤差 0の）測定を行なうと，２回目の測定値は，１回目の測定値を誤差（二
乗平均平方根偏差）εで再現する．

• 定義: 状態 ρは，次の条件を満たすとき，aに対する物理量Aの ε-近似的固有状態と呼
ばれる．

∥A√
ρ− a

√
ρ∥HS ≤ ε.

• 公理 AM (近似的測定公理).系 Sの物理量Aを誤差 εで測定して，測定値 aを得たなら
ば，測定後の系 Sの状態は，１回目の測定値 aに対する物理量Aの ε-近似的固有状態
である．

• 定理.公理 ARと公理 AMは同等．
M.O. Current Science 109, 2006-2016 (2015).　 https://arxiv.org/abs/1507.02010
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不確定性原理：Heisenbergの定式化
• 定義. 二つの物理量Q,P は次の条件を満たすとき，正準共役と呼ばれる．

QP − PQ = ih̄.

• 定理 (公理 Q1–Q3の下で) (Kennardの不等式)．
正準共役な物理量Q,P の
標準偏差 σ(Q),σ(P )は次式を満たす．

σ(Q)σ(P ) ≥
h̄

2
.

W. Heisenberg, Z. Phys. 43,172 (1927); E. H. Kennard, 44, 326 (1927).

• 定理 (公理Q1–Q3及び公理 ARの下で)
(Heisenbergのオリジナルな不確定性原理).
正準共役な物理量Q,P は，それぞれの誤差 ε(Q), ε(P )が
次の関係を満たす限りにおいてのみ同時測定が可能である．

ε(Q)ε(P ) ≥
h̄

2
.

cf. Abstract in W. Heisenberg, Z. Phys. 43,172 (1927). English translation is not reliable.
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不確定性原理：Heisenbergの証明
• 証明．QとP を誤差 ε(Q), ε(P )で同時測定し，測定値 q, pを得た直後の状態を ρとす
る．公理 ARから,次の関係を得る．

ε(Q) ≥ ∥Q√
ρ− q

√
ρ∥HS,

ε(P ) ≥ ∥P√
ρ− p

√
ρ∥HS.

よって，標準偏差の性質から，次の関係を得る．

ε(Q) ≥ ∥Q√
ρ− q

√
ρ∥HS ≥ ∥Q√

ρ− ⟨Q⟩√ρ∥HS = σ(Q),

ε(P ) ≥ ∥P√
ρ− p

√
ρ∥HS ≥ ∥P√

ρ− ⟨P ⟩√ρ∥HS = σ(P ).

これらを合わせると，Kennardの不等式から次の関係が導かれる．

ε(Q)ε(P ) ≥ σ(Q)σ(P ) ≥
h̄

2
.

M.O. Current Science 109, 2006-2016 (2015).　 https://arxiv.org/abs/1507.02010
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Logical Relation (JMR) ⇒ (MDR)

• We shall show that there is a natural logical relation (JMR) ⇒ (MDR).

• Any measurement of Q with error ϵ(Q) and disturbance η(P ) imme-
diately followed by a precise measurement of P is considered as a joint
measurement of Q and P within joint error limit ϵ(Q) and ϵ(P ) =
η(P ).
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測定-擾乱関係式
• 測定擾乱同等性原理：状態 ρで物理量Aを誤差 ε(A)で測定し，その測定で物理量Bに
擾乱 η(B)を与え，その直後に，物理量Bを正確に（誤差 0で）測定することは，状態
ρで物理量Aと物理量Bをそれぞれ誤差 ε(A)及び η(B)で同時測定することと同等で
ある．

• この原理によって，同時測定の誤差に関するHeisenbergの不確定性関係から，次の測定
と擾乱に関するHeisenbergの不確定性関係が得られると考えられた．

ε(Q)η(P ) ≥
h̄

2
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反復可能仮説放棄の提唱
• Davies-Lewisの提唱（1970）:

反復可能性の概念は，量子力学における決定的な概念の一つである．我々は，
これが量子力学のほとんどの公理的取り扱いにおいて暗黙に仮定されているに
もかかわらず，この仮定を放棄することによって，測定理論に対するこれまで
より極めて柔軟なアプローチが可能になることを示す [p. 239]．

E.B. Davies and J.T. Lewis, CMP 17, 239 (1970)
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インストルメント
• 記号：
τc(H)=H上のトレースクラス作用素の空間．
L(τc(H))=τc(H)上の線形写像の空間．
P (τc(H))=τc(H)上の正値線形写像の空間．

• 定義. ヒルベルト空間Hに対するインストルメントとは，P (τc(H))に値を持つR上
の Borel測度で I(R)がトレース保存写像であるものである．
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• すなわち，I : B(R) → L(τc(H))がインストルメントであるとは，次の条件が成り立
つことである．
(i)正値性：任意の∆ ∈ B(R)と状態 ρに対して，I(∆)ρはH上の正値作用素である．
(i)可算加法性：∆1, . . . , ∆j, . . . ∈ B(R)かつ，j ̸= kに対して∆j ∩ ∆k = ∅ならば，
任意の ρ ∈ τc(H)に対して次式が成り立つ．

I(
⋃

j ∆j)ρ =
∑

j I(∆j)ρ.

(ii)単位性：任意の ρ ∈ τc(H)に対して次式が成り立つ．

Tr[I(R)ρ] = Tr[ρ]

.

• 定理．写像 I : B(R) → L(τc(H))がインストルメントであるための必要十分条件は，
任意の射影作用素Eと状態 ρに対して，写像∆ → Tr[E(I(∆)ρ)]がB(R)上の有限測
度で，写像∆ → Tr[I(∆)ρ]が確率測度となるものである．
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測定装置の統計的性質
• 定義．次の要件 (i), (ii)の組を測定装置A(x)の統計的性質と呼ぶ．

(i)任意の入力状態に対する出力分布

ρ → Pr{x ∈ ∆∥ρ}

(ii)任意の入力状態と生起可能な測定結果に対する条件付き出力状態

ρ → ρ{x∈∆}
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Davies-Lewisの仮説
• Davies-Lewisの仮説．出力変数 xをもつ任意の測定装置A(x)に対して，あるインスト
ルメント Iが存在して，測定装置A(x)の統計的性質は，インストルメント Iによって，
以下のように定まる．
(i)出力分布： Pr{x ∈ ∆∥ρ}=Tr[I(∆)ρ].

(ii)条件付き出力状態： ρ{x∈∆}=
I(∆)ρ

Tr[I(∆)ρ]
.

E.B. Davies and J.T. Lewis, CMP 17, 239 (1970)

• 注意．Davies-Lewisの仮説の下で，測定装置A(x)のインストルメント I は，測定装置
A(x)の統計的性質によって，次のように定まる．

I(∆)ρ = Pr{x ∈ ∆∥ρ}ρ{x∈∆}.
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• 定義 (結合出力分布).任意の装置の順序対A(x),A(y)に対して，入力状態 ρに対するそ
れらの結合出力分布が次式で定義される．

Pr{x ∈ ∆, y ∈ Γ∥ρ} = Pr{x ∈ ∆∥ρ}Pr{y ∈ Γ∥ρ{x∈∆}}
= Tr[Iy(Γ)Ix(∆)ρ].
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Yuenの測定実現可能性問題
• 1986年に Yuenは，Davies-Lewisの仮説と量子力学の整合性を問題にし，物理的に実現
可能なすべての量子測定を数学的に特徴付けるという問題を提案した．

私は，(Davies-Lewisの)オペレーショナル・アプローチはあまりに一般的すぎ
ると信じる—この枠組みで記述される多くの測定は実現可能ではないと信じ
る．[. . .]

H. P. Yuen, Proc. 2nd Int. Symp. Foundations of Quantum Mechanics (ISQM ‘86), Tokyo, 1986, pp.
360–368.

21

Yuen’s Realization Problem

• In 1986, Yuen questioned the consistency of the Davies-Lewis postulate with the
standard quantum mechanics, and proposed the problem of mathematical char-
acterization of all the possible quantum measurements.

•
I believe the (Davies-Lewis) operational approach is too general—many measure-
ments within this approach are not realizable . . .

H. P. Yuen, Proc. 2nd Int. Symp. Foundations of Quantum Mechanics (ISQM ‘86), Tokyo,
1986, pp. 360–368.
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14 量子測定の普遍モデル：間接測定モデル
• 定義. (K, ξ, U, M): 間接測定モデル（または，測定過程）⇔

K = Hilbert空間（プローブ系の状態空間）
ξ = Kに属する単位ベクトル（プローブ系の初期状態）

U = H ⊗ K上のユニタリ作用素（測定相互作用による時間発展）
M = K上の自己共役作用素（メーター物理量）

MO, J. Math. Phys. 25, 79 (1984).
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間接測定モデルの統計的性質
• 定理.任意の間接測定モデル (K, ξ, U,M)は，公理M1–M2と整合的な次の統計的性質
を持つ．
(i)出力分布： Pr{x ∈ ∆∥ρ} = Tr[U(ρ⊗ |ξ⟩⟨ξ|)U†(I ⊗ EM(∆))].

(ii)条件付き出力状態： ρ{x∈∆} =
TrK[U(ρ⊗ |ξ⟩⟨ξ|)U†(I ⊗ EM(∆))]

Tr[U(ρ⊗ |ξ⟩⟨ξ|)U†(I ⊗ EM(∆))]
.

• 定理. 任意の間接測定モデル (K, ξ, U,M)は，DL仮説と整合的な次のインストルメン
トを定める．

I(∆)ρ = TrK[U(ρ⊗ |ξ⟩⟨ξ|)U†(I ⊗ EM(∆))].

MO, J. Math. Phys. 25, 79 (1984).
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完全正値インストルメントの実現可能性: Yuenの問題の解決
• 定義．T ∈ L(τc(H))は，任意のn = 1, 2, . . .について，T ⊗ idnが τc(H) ⊗ Mn上
の正値写像であるとき，完全正値写像と呼ばれる．ただし，idnは，n次の行列環Mn

上の恒等写像を表わす．

• 定義.インストルメント I は，任意の∆ ∈ B(R)に対して，I(∆)が完全正値写像であ
るとき，完全正値インストルメントと呼ばれる．

• 定理 (実現可能性定理).任意の間接測定モデルによって定まるインストルメントは，完全
正値であり，逆にすべての完全正値インストルメントはある間接測定モデルによって定
まる．

• 非実現可能なインストルメントの例．T を行列の転置写像，µをB(R)上の確率測度と
すると，次式によって完全正値ではないインストルメントが定まる．

I(∆)ρ = µ(∆)T (ρ).

MO, J. Math. Phys. 25, 79 (1984).

24



一般測定公理：von Neumannの公理系の完成
• 公理 GM1 (一般測定公理 1). Hilbert空間Hで記述される系 Sを測定し，出力変数 xを
もつ任意の測定装置 A(x)に対して，Hilbert空間Hに対する完全正値インストルメン
ト I が存在して，A(x)の統計的性質は，次のように表される．
(i)出力分布： Pr{x ∈ ∆∥ρ} = Tr[I(∆)ρ].

(ii)条件付き出力状態： ρ{x∈∆} =
I(∆)ρ

Tr[I(∆)ρ]
.

逆に，任意の完全正値インストルメント I に対して，ある測定装置A(x)が存在して，
その統計的性質は，このように定められる．
MO, Ann. Phys. (N.Y.) 311, 350 (2004).
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• 公理GM2 (一般測定公理 2). Hilbert空間Hで記述される系Sを測定し，出力変数 xをも
つ任意の測定装置A(x)に対して，Hilbert空間Hに対する間接測定モデル (K, ξ, U,M)

が存在して，A(x)の統計的性質は，次のように表される．
(i)出力分布： Pr{x ∈ ∆∥ρ} = Tr[U(ρ⊗ |ξ⟩⟨ξ|)U†(I ⊗ EM(∆))].

(ii)条件付き出力状態： ρ{x∈∆} =
TrK[U(ρ⊗ |ξ⟩⟨ξ|)U†(I ⊗ EM(∆))]

Tr[U(ρ⊗ |ξ⟩⟨ξ|)U†(I ⊗ EM(∆))]
.

逆に，任意の測定装置 A(x)に対して，ある間接測定モデル (K, ξ, U,M)が存在して，
その統計的性質は，このように定められる．

• 結論．量子測定の統計的記述（すなわち，測定装置の統計的性質）は，「完全正値インス
トルメント」，または，「間接測定モデル」によって，ともに完全に記述される．
MO, Ann. Phys. (N.Y.) 311, 350 (2004).
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• ハイゼンベルクの不確定性関係（1927）=JMR

– ハイゼンベルクの証明：JDR+ACH⇒ JMR
– ガンマ線顕微鏡の説明：JMR⇔MDR（実際は，JMR⇒MDR）

• ハイゼンベルクの不確定関係 JMR/MDRが物理学の問題に使われるこ
とは 1970年代後半までなかった．
理由：それほど精度の高い測定を実験で実現する技術がなかった．

• Braginsky-Volontsov-Thorn (1980), Caves, et al. (1980) : MDR⇒SQL

– SQL（標準量子限界）: 自由質点型（干渉計型）重力波検出装置の
感度の限界

SQL =

√
hτ

2πm

– 当時，重力波検出には，干渉計型と共振器型（調和振動子型）の２
つの方式が提案されていたが，不確定性原理に由来する感度限界の
ない共振器型が優位と見られた．
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重力波検出の標準量子限界
• 1980年，Braginsky, Thorne, Caves等は，Heisenbergの不確定性原理に基づいて干渉計
型重力波検出装置に対する標準量子限界 (SQL)と呼ばれる感度限界を導いて，共振器型
重力波検出装置の開発を進めた．
V. B. Braginsky, K. S. Thorne et al., Science 209, 547 (1980); C. M. Caves, K. S. Thorne et al.,
Rev. Mod. Phys. 52, 341 (1980)

• 1983年, Yuenは，収縮状態測定という位置測定の方法を提案して，これによって SQL
が打ち破れると主張した．
H. P. Yuen, Phys. Rev. Lett. 51, 719 (1983).

• 1985年, Cavesは SQLの定式化を改良して新しい導出を示し，また，収縮状態測定の物
理的実現可能性を疑問視して，Yuenの議論を批判した．
C. M. Caves, Phys. Rev. Lett. 54, 2465 (1985).
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• 1988年，Ozawaは，収縮状態測定のための測定相互作用を発見し，収縮状態測定が物理
的実現可能であることが示して，実際に，SQLが打破されることを示した．
これによって，感度の改良が容易な干渉計型重力波検出装置の優位性が確定した．
MO, Phys. Rev. Lett. 60, 385 (1988).
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Measurement Breaking the Standard Quantum Limit for Free-Mass Position 
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Department of Mathematics, College of General Education, Nagoya University, Nagoya 464, Japan 
(Received 2 July 1987) 

An explicit interaction-Hamiltonian realization of a measurement of the free-mass position with the 
following properties is given: ( 1  The probability distribution of the readouts is exactly the same as the 
free-mass position distribution just before the measurement. (2) The measurement leaves the free mass 
in a contractive state just after the measurement. It is shown that this measurement breaks the standard 
quantum limit for the free-mass position in the sense sharpened by the recent controversy. 
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For monitoring the position of a free mass such as the 

gravitational-wave interferometer,' it is usually sup- 

that the predictability of the results is limited by 

the so-called standard quantum limit (SQL).  In the re- 

cent c o n t r o ~ e r s ~ , ~ " ~  started with Yuen's proposal4 of a 

measurement which beats the SQL, the meaning of the 

SQL has been much clarified and yet no one has given a 

general proof nor a counterexample for the SQL. Re- 

cently, ~i~ succeeded in constructing a repeated- 

measurement scheme to monitor the free-mass position 

to an arbitrary accuracy. However, it is open whether 

this scheme beats the SQL in the sense sharpened by the 

recent controversy. In particular, the following problem 

remains open: Can we realize a high-precision measure- 

ment which leaves the free mass in a contractive state? 

In the present paper, I shall give a model of measure- 

ment of a free-mass position which breaks the SQL in its 

most serious formulation. An explicit form of the 

system-meter interaction Hamiltonian will be given and 

it will be shown that if the meter is prepared in an ap- 

propriate contractive state4 then the measurement leaves 

the free mass in a contractive state and the uncertainty 

of the prediction for the next identical measurement de- 

creases in a given duration to a desired extent. Thus 

Yuen's original proposal4 is fully realized. This result 

will open a new way to an arbitrarily accurate non- 

quantum-nondemolition monitoring for gravitational 

wave detection and other related fields such as optical 

communications. 

The precise formulation of the SQL is given by caves8 

as follows: Let a free mass m undergo unitary evolution 
during the time 7 between two measurements of its posi- 

tion x, made with identical measuring apparatus; the re- 

sult of the second measurement cannot be predicted with 

uncertainty smaller than ( h / m  ) ' I 2  in average over all 

the first readout values. caves8 showed that the SQL 
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ing apparatus. His argument runs as follows: The first 
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A X ( ~ ) A X ( T )  >. hT/2m. 

However, his definition of the resolution of a measure- 

ment is ambiguous. In fact, he used three different 
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@ 1988 The American Physical Society 385 



Ozawa’s calculation will undoubtedly lift the spirits of those involved with the 
design of gravitational wave detectors; it will be Interesting to see where this leads. 

	 [J. Maddox, Nature 331 (1988), 559]	



LIGO project, http://ligonews.blogspot.com/ 

• 1994年, Thorne等はNSFの研究助成で LIGO(Laser Interferometer Gravitational-Wave
Observatory)の建設に取りかかった．

• 2016年, LIGOが重力波を検出したと発表した．

• 2017年，Weiss, Barish, Thorneの 3氏が「LIGO検出器への決定的な貢献と重力波の観
測」の業績により、ノーベル賞を受賞．
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擾乱の定義
• 間接測定モデル (K, ξ, U,M) と被測定系 S の物理量 B(0) = B ⊗ I 及び ψ

B(∆t) = U†(B ⊗ I)U に対して，入力状態 ψ における二乗平均平方根擾乱は，次式
で与えられる．

η(B) =
〈
ψ ⊗ ξ

∣∣(B(∆t) − B(0))2
∣∣ψ ⊗ ξ

〉1/2
.

MO, Phys. Rev. A 67, 042105 (2003).
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誤差の定義
• 間接測定モデル (K, ξ, U,M) と被測定物理量 A(0) = A ⊗ I に対して，測定値は
M(∆t) = U†(I ⊗ M)U で表される.

• 状態ψにおいて物理量M(∆t)によって物理量A(0)を測定する場合の二乗平均平方根
誤差は，次式で与えられる．

ε(A) =
〈
ψ ⊗ ξ

∣∣(M(∆t) − A(0))2
∣∣ψ ⊗ ξ

〉1/2
.

• M(∆t)とA(0)が交換可能な場合は，M(∆t)とA(0)の結合確率分布が存在し，上の
定義は，古典的な二乗平均平方根誤差の定義に従う．
MO, Phys. Rev. A 67, 042105 (2003).
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位置測定のモデル
• 1988年までに知られてきた唯一の位置測定のモデル：von Neumannモデル

• U = exp(−ih̄HNeuman), HNeuman = x̂p̂y.

• Heisenbergの誤差・擾乱不確定性関係が成立： ε(x̂)η(p̂x) ≥
h̄

2
.

• 1988年に，第 2の位置測定モデルである誤差のない収縮状態測定モデルが発見された：

• U = exp(−ih̄HMO), HMO =
π

3
√
3
{2(x̂p̂y − p̂xŷ) + (x̂p̂x − ŷp̂y)}.

• Heisenbergの誤差・擾乱不確定性関係は不成立： ε(x̂)η(p̂x) = 0.

MO, Phys. Rev. Lett. 60, 385 (1988); Phys. Lett. A 299, 1 (2002).
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普遍的不確定性原理
• 定理（小澤の不等式）任意の間接測定モデルと任意の物理量A,B,状態 ρに対して，次
式が成り立つ．

ε(A)ε(B) + ε(A)σ(B) + σ(A)ε(B) ≥ 1
2 |Tr([A,B]ρ)|.

• ε(B) = 0ならば，
ε(A)σ(B) ≥ 1

2 |Tr([A,B]ρ)|.

• σ(A) → ∞または σ(B) → ∞ならば，ε(A) → 0かつ ε(B) → 0とすることが可能．
MO, Phys. Rev. A 67, 042105 (2003); IJQI 1, 569 (2003)
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小澤の不等式の発見（2003年）	

ハイゼンベルクの不等式（不成立）：QとPは同時に測れない。	

小澤の不等式（成立）：	QとPが同時に測れる場合もある。	



小澤の不等式検証実験	

l  問題：ハイゼンベルクの不等式は本当に破られるの
か。小澤の不等式は本当に正しいのか。これまで、
実験で確かめたことはない。	

l  困難な理由：プランク定数程度の大きさのエネル
ギーの差を識別する必要がある。	

l  目標：ハイゼンベルクの不等式が不成立、小澤の不
等式が成立する状況を突き止める。	

l  実験の設定：実験は、A,B	 がスピンという物理量の
２つの成分（x方向とy方向）の場合について行う。	

l  ウィーン工科大学原子研究所の長谷川祐司氏と中性
子スピン測定における誤差と擾乱を計測する実験を
構想。	



スピン測定に関する誤差-擾乱関係
• 次の物理量を射影測定する測定装置を考える．

σφ = cosφσx + sinφσy.

• この測定装置のインストルメントは次式で表される．

I(±1)ρ = Eφ(±1)ρEφ(±1)

ただし，Eφ(±1) = (1 ± σφ)/2.

• 状態 ρ = |σz = +1⟩⟨σz = +1|においてこの測定装置で測定するときのA = σxに関
する測定誤差と，B = σy に関する擾乱を考えると，次の関係を得る．

ε(A) = ∥(σφ − σx) |Ψ⟩ ∥ = 2 sin φ
2 ,

η(B) =
√
2∥[σφ/2,σy] |Ψ⟩ ∥ =

√
2 cosφ.

• すると，0 ≤ φ ≤ π/2に対して，次の関係を得る．

ϵ(A)η(B) < 1 = 1
2 |⟨σz = +1|[σx,σy]|σz = 1⟩|.
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中性子のスピン測定による普遍的不確定性原理の検証
• 長谷川祐司氏の率いるグループによって，ウィーン工科大学の TRIGA Mark II実験炉
から取り出した中性子のスピン測定における誤差と擾乱を計測した．
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Atom institute at TU Vienna	
Research Reactor in Atom 
Institute , TU Vienna	
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Figure 3: Illustration of the experimental setup for demonstration of the universally valid uncer-
tainty relation for error and disturbance in neutron spin-measurements.
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Measured Data	



Comparison Result	

l  Ozawa's relation holds: 

l  Heisenberg's relation fails:	

• In 2003 a universally valid uncertainty relation was derived under this general
axioms.

• In 2012 universally valid uncertainty relation was experimentally confirmed by
neutron spin measurements.

• In 2016 LIGO project succeeded in detection of gravitational wave.

1 equations

ε(A)η(B) + ε(A)σ(B) + σ(A)η(B) ≥ 1

−

ε(A)η(B) < 1
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axioms.

• In 2012 universally valid uncertainty relation was experimentally confirmed by
neutron spin measurements.
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Comparison between admissible regions	

(Heisenberg) 

(Ozawa) 

(E) 

ε(X) 

η(Y) 

(h=4π) 

(Experiment) 



(朝日1月16日朝刊一面） 

(朝日1月23日朝刊科学面） (日経1月16日朝刊） 



http://physicsworld.com/cws/article/news/48378	

"This is certainly the first experiment to test Ozawa's formulation, so I think this 
should draw more attention to Ozawa's formulation, and how it is universally valid 
unlike a naive Heisenberg measurement-disturbance relation," said Howard 
Wiseman of Griffith University in Australia.	
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Der große Heisenberg irrte
17.11.2012 !  Werner Heisenberg wollte seine berühmte Unbestimmtheitsbeziehung
auch in den Störungen wiedererkennen, die ein Messung verursacht. Diesen Schluss
haben kanadische Forscher widerlegt.

Von RAINER SCHARF

D ie von Werner Heisenberg 1927

formulierte Unschärfebeziehung ist trotz

ihrer Tiefgründigkeit und Abstraktheit das

wohl bekannteste Gesetz der Quantenphysik.

Sie besagt vereinfacht, dass man nicht

gleichzeitig die Geschwindigkeit und den Ort

etwa eines Elektrons mit beliebiger Präzision

bestimmen kann. Für die Popularität dieses

Gesetzes hat vor allem eine ebenfalls von

Heisenberg stammende bildhafte Erläuterung

gesorgt, deren sich Lehrer und Wissenschaftler gerne zur Veranschaulichung des

komplizierten Sachverhalts bedienen. Demnach sei es unmöglich, eine Messung

auszuführen, ohne das Quantensystem dabei nachhaltig zu stören. Jeder Versuch, den

Ort eines Elektrons präzise zu messen, führt laut Heisenberg dazu, dass sich auch

dessen Geschwindigkeit verändert. Doch diese einfache Version der Unschärferelation

ist offenbar nicht richtig, wie ein Experiment kanadischer Forscher nun zeigt.

Gedankenexperiment Röntgen-Mikroskop

Heisenberg hatte ein Gedankenexperiment - auch bekannt als Gammastrahlen-

Mikroskop - ersonnen, in dem die Position eines Elektrons dadurch gemessen wird,

dass man es mit Licht bestrahlt und die von dem Teilchen abgelenkten Photonen

registriert. Die Ortsbestimmung wird umso präziser, je kürzer die Wellenlänge des

verwendeten Lichts ist. Weil damit jedoch der Rückstoß größer wird, den ein

abgelenktes Photon dem Elektron erteilt, ändert sich entsprechend auch dessen

Geschwindigkeit. Heisenberg schloss daraus: Je genauer man den Ort des Elektrons

bestimmen will, desto stärker muss man zwangsläufig die Geschwindigkeit des

Teilchens stören - eine Folgerung, die allem Anschein nach mit der Aussage der

Unschärfebeziehung in Einklang steht. Dass die Sachlage nicht so ganz einfach ist, wie

Heisenberg glaubte, vermutete im Jahr 2003 bereits Masanao Ozawa von der

Universität Nagoya.

Erste Zweifel aus Japan

Der japanische Theoretiker zeigte, dass die Messgenauigkeit und die dabei auftretende

Störung durchaus die Heisenberg-Beziehung verletzen können. Er formulierte selbst

eine verallgemeinerte  Unschärferelation, die die Genauigkeit einer Positionsmessung

und die Stärke der dadurch entstehenden Störung der Geschwindigkeit in Beziehung

setzt. Im Gegensatz dazu macht Heisenbergs Unschärferelation eine Aussage über die

Orts- und die Geschwindigkeitsunschärfe eines Elektrons, die spezifische Eigenschaften

des quantenmechanischen Zustands des Teilchens sind, aber nichts mit Störungen bei

einer Messung zu tun haben, wie Heisenberg aus seinem Gedankenexperiment folgerte.

Was Ozawa vermutete, haben die Physiker um Aephraim Steinberg von der University

Werner Heisenberg und seine Unschärferelation sind
sogar auf einer Briefmarke verewigt
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Ort eines Elektrons präzise zu messen, führt laut Heisenberg dazu, dass sich auch

dessen Geschwindigkeit verändert. Doch diese einfache Version der Unschärferelation

ist offenbar nicht richtig, wie ein Experiment kanadischer Forscher nun zeigt.

Gedankenexperiment Röntgen-Mikroskop

Heisenberg hatte ein Gedankenexperiment - auch bekannt als Gammastrahlen-

Mikroskop - ersonnen, in dem die Position eines Elektrons dadurch gemessen wird,

dass man es mit Licht bestrahlt und die von dem Teilchen abgelenkten Photonen

registriert. Die Ortsbestimmung wird umso präziser, je kürzer die Wellenlänge des

verwendeten Lichts ist. Weil damit jedoch der Rückstoß größer wird, den ein

abgelenktes Photon dem Elektron erteilt, ändert sich entsprechend auch dessen

Geschwindigkeit. Heisenberg schloss daraus: Je genauer man den Ort des Elektrons

bestimmen will, desto stärker muss man zwangsläufig die Geschwindigkeit des

Teilchens stören - eine Folgerung, die allem Anschein nach mit der Aussage der

Unschärfebeziehung in Einklang steht. Dass die Sachlage nicht so ganz einfach ist, wie

Heisenberg glaubte, vermutete im Jahr 2003 bereits Masanao Ozawa von der

Universität Nagoya.

Erste Zweifel aus Japan

Der japanische Theoretiker zeigte, dass die Messgenauigkeit und die dabei auftretende

Störung durchaus die Heisenberg-Beziehung verletzen können. Er formulierte selbst

eine verallgemeinerte  Unschärferelation, die die Genauigkeit einer Positionsmessung

und die Stärke der dadurch entstehenden Störung der Geschwindigkeit in Beziehung

setzt. Im Gegensatz dazu macht Heisenbergs Unschärferelation eine Aussage über die

Orts- und die Geschwindigkeitsunschärfe eines Elektrons, die spezifische Eigenschaften

des quantenmechanischen Zustands des Teilchens sind, aber nichts mit Störungen bei

einer Messung zu tun haben, wie Heisenberg aus seinem Gedankenexperiment folgerte.

Was Ozawa vermutete, haben die Physiker um Aephraim Steinberg von der University

Werner Heisenberg und seine Unschärferelation sind
sogar auf einer Briefmarke verewigt
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nur wenig durch diese Messung beeinflusst wird. Entsprechend geringer ist der

Informationsgewinn, den eine schwache Messung verglichen mit einer normalen

Messung liefert, die das Quantensystem allerdings nachhaltig stört. Führt man nun an

vielen, identischen Quantensystemen erst eine schwache und dann eine normale

Messung durch, so erhält man genug Information darüber, wie stark die normale

Messung die Quantensysteme stört.

Verschränkte Photonenpaare

In ihrem Experiment unterzogen die Physiker Paare von Photonen, deren

Polarisationszustände quantenmechanisch verschränkt waren, einer behutsamen

schwachen Messung. Das Besondere an solch korrelierten Teilchenpaaren ist, dass ihre

Polarisationen enger miteinander abgestimmt sind, als es in der klassischen Physik

möglich ist. Führt man eine Messung an einem Partner aus, spürt dies der andere

sofort, unabhängig davon, wie weit beide voneinander entfernt sind. Auf diese Weise

konnten die Forscher an einem Photon eine schwache Messung der linearen oder

zirkularen Polarisation vornehmen und an dem verschränkten Partner eine

entsprechende normale Messung. Dadurch erhielten sie das gleiche Resultat, so als

hätte man beide Messungen an ein und demselben Photon ausgeführt, was aber

wesentlich schwieriger gewesen wäre.

Heisenbergs Vorstellung aufgeweicht

Die Forscher wiederholten die schwachen und die normalen Messungen der linearen

und der zirkularen Polarisation an einer großen Zahl von verschränkten Photonen.

Daraus ermittelten sie, wie stark die Polarisation durch den Messvorgang gestört wurde

und wie sehr die einzelnen Messergebnisse um den Mittelwert streuten. Wie Steinberg

und seine Kollegen in der Zeitschrift „Physical Review Letters“ (Bd. 104, Nr. 100404)

berichten, erhielten sie ein eindeutiges Ergebnis: Die normale Messung der linearen

Polarisation der Photonen hatte deren Schwingung deutlich weniger stark gestört, als

man es angesichts der beobachteten Streuung der Messergebnisse für die zirkulare

Polarisation erwarten würde - vorausgesetzt, man könnte Heisenbergs

Unschärferelation hier anwenden. Doch das ist offensichtlich nicht der Fall. Vielmehr

erfüllten die gemittelte Störung und die Unschärfe der Messergebnisse jene

Ungleichung, die Masanao Ozawa aufgestellt hatte.

Messung überlistet die Natur

Steinberg und seine Kollegen sehen es damit als erwiesen an, dass die Schlüsse, die

Heisenberg aus seinem Gedankenexperiment gezogen hatte, nicht korrekt sind. Die

Forscher betonen, dass Heisenbergs Unbestimmtheitsrelation nach wie vor für die

Unschärfe gültig ist, die von Natur aus in einem Quantenzustand steckt und als

Streuung der Messergebnisse zutage tritt. Sie hat aber keine Bedeutung für die durch

eine Messung verursachten Störungen, wie es Heisenberg glaubte. Die Grenzen, die uns

die Quantenmechanik setzt, beruhen also nicht in erster Linie darauf, dass wir bei

unseren Experimenten die Natur stören.

Quelle: F.A.Z.
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Quantenphysik

Der große Heisenberg irrte
17.11.2012 !  Werner Heisenberg wollte seine berühmte Unbestimmtheitsbeziehung
auch in den Störungen wiedererkennen, die ein Messung verursacht. Diesen Schluss
haben kanadische Forscher widerlegt.

Von RAINER SCHARF
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Ort eines Elektrons präzise zu messen, führt laut Heisenberg dazu, dass sich auch

dessen Geschwindigkeit verändert. Doch diese einfache Version der Unschärferelation

ist offenbar nicht richtig, wie ein Experiment kanadischer Forscher nun zeigt.
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Mikroskop - ersonnen, in dem die Position eines Elektrons dadurch gemessen wird,

dass man es mit Licht bestrahlt und die von dem Teilchen abgelenkten Photonen
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verwendeten Lichts ist. Weil damit jedoch der Rückstoß größer wird, den ein
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Teilchens stören - eine Folgerung, die allem Anschein nach mit der Aussage der

Unschärfebeziehung in Einklang steht. Dass die Sachlage nicht so ganz einfach ist, wie

Heisenberg glaubte, vermutete im Jahr 2003 bereits Masanao Ozawa von der

Universität Nagoya.
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Störung durchaus die Heisenberg-Beziehung verletzen können. Er formulierte selbst

eine verallgemeinerte  Unschärferelation, die die Genauigkeit einer Positionsmessung

und die Stärke der dadurch entstehenden Störung der Geschwindigkeit in Beziehung

setzt. Im Gegensatz dazu macht Heisenbergs Unschärferelation eine Aussage über die

Orts- und die Geschwindigkeitsunschärfe eines Elektrons, die spezifische Eigenschaften
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of Toronto jetzt experimentell bestätigt.

Weitere Artikel

Physik-Nobelpreis 2012 für Serge Haroche und David Wineland  

Kreativität in der Wissenschaft: Kann man dem Forscherglück nachhelfen?  

Quantenphysik: Im Rhythmus der Quantentrommel  

Neue Studienergebnisse: Mit den Zeitreisen ist ein für alle Mal Schicht  

Wärmesprung im Vakuum  

Quantenphysik: Max Born hatte recht  

Experimente mit polarisierten Lichtquanten

Die kanadischen Forscher nahmen allerdings nicht Ort und Geschwindigkeit eines

Elektrons unter die Lupe, sondern zwei verschiedene Polarisationszustände eines

Photons. Das ändert nichts an der Aussagekraft des Experiments, da Heisenbergs

Unschärferelation in abgewandelter Form auch für die Schwingungszustände von

Lichtquanten gilt. Photonen können auf verschiedene Art polarisiert sein. So kann das

mit einem polarisierten Photon einhergehende elektrische Feld zum Beispiel horizontal

oder vertikal sowie in diagonaler Richtung oszillieren. Schließlich gibt es noch die

Möglichkeit, dass sich das elektrische Feld schraubenförmig rechts oder links in

Richtung der Flugbahn des Photons dreht. Man spricht dann von rechts-

beziehungsweise linkszirkular polarisiertem Licht.

So wie es nach Heisenbergs Unschärfebeziehung unmöglich ist, dass ein Elektron sich

an einem bestimmten Ort befindet und zugleich eine bestimmte Geschwindigkeit hat,

so kann auch ein Photon beispielsweise nicht mit Bestimmtheit horizontal und zugleich

rechtszirkular polarisiert sein. Die Unschärfebeziehung besagt in diesem Fall, dass die

lineare Polarisation des Photons umso ungenauer bestimmt ist, je präziser die zirkulare

Polarisation festgelegt ist. Misst man für eine große Zahl von identischen Lichtteilchen,

wie stark sie entweder zirkular oder linear polarisiert sind, so findet man, dass die

Messergebnisse in einer Weise um ihren jeweiligen Mittelwert streuen und somit

„Unschärfen“ aufweisen, die in Einklang mit der Unschärfebeziehung stehen.

Eine fast unlösbare Aufgabe

Während solche Polarisationsmessungen zur Laborroutine gehören, standen Steinberg

und seine Kollegen vor einer ungleich schwierigeren Aufgabe. Sie mussten an einer

großen Zahl von Photonen messen, wie stark die Schwingungsrichtung eines Photons

gestört wird, wenn man dessen horizontale oder zirkulare Polarisation misst. Nur auf

diese Weise ließ sich herausfinden, ob das Ausmaß der Störung und die Streuung der

gemessenen Polarisationen die von Heisenberg aufgestellte Unschärfebeziehung

erfüllen oder nicht. Viele Fachkollegen hielten diese Aufgabe für unlösbar, da es

unmöglich schien, den Schwingungszustand eines Photons vor und nach einer Messung

eindeutig zu bestimmen.

Schwache Messung als Ausweg

Mit dem Verfahren der „schwachen Messungen“, das die israelischen Theoretiker Yakir

Aharonov und Lev Vaidman 1988 entwickelt hatten, gelang den kanadischen Forschern

jedoch das scheinbar Unmögliche. Bei einer schwachen Messung schwächt man die

Kopplung zwischen dem Messgerät und dem Quantensystem so weit ab, dass Letzteres
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Illustration des recht komplexen experimentellen
Aufbaus.

2003年、名古屋大学の小澤正直は、ハイゼンベル
クが信じていたほど状況は単純ではないと疑った。		
小澤が疑ったことは、トロント大学のAephraim 
Steinberg周辺の物理学者によって実験的に確認
されました。	

平均擾乱と測定誤差は、小澤正直が設定した不等
式を満たしていました。	

偉大なハイゼンベルクは間違っていた	



はじめに	

l  量子コンピュータが現れて，「量子性」を利用することで，これまでより効
率の高い「計算」が可能であることが知られるようになった． 
 

l  そこで，人間の脳や心にも「量子性」があるのかという疑問が持たれるよ
うになった． 
 

l  本講演では，「質問順序効果」という心理学の分野でよく知られた現象が，
心に「量子性」がある証拠なのかという問題を考えてみる． 



標準古典結合確率
• 確率空間 (Ω, P )上のA,B という二つの確率変数を続けて測定して，A = a,
B = bという結果を得る確率は，

Pr{A = a,B = b∥P} =
∑

{P (ω) | A(ω) = a,B(ω) = b}

と定義される．Pr{A = a,B = b,A = c∥P}も同様に定義される．
• これは，次の性質を持っている．

(1)（A-A再現性）a ̸= a′ ならば Pr{A = a,A = a′∥P} = 0.
(2)（A-B質問可換性）Pr{A = a,B = b∥P} = Pr{B = b,A = a∥P}.
(3)（A-B-A再現性）a ̸= a′ ならば Pr{A = a,B = b,A = a′∥P} = 0.



質問順序効果：クリントン-ゴア実験
• 米国の世論調査のデータ解析から，次のような興味深い事実が認められた．
• 以下の二つの質問を考える．

C:一般にクリントンは正直で信頼がおける人物であると考えますか．
G:一般にゴアは正直で信頼がおける人物であると考えますか．
Aを質問Cの回答が “yes”なら y (1),“no”ならn (0)をとる確率変数とし，
B を質問Gの回答が “yes”なら y (1),“no”ならn (0)をとる確率変数とする．

• 質問の順序と回答の統計に関して，つぎのような関係が認められた．
(1)（A-A再現性）a ̸= a′ ならば Pr{A = a,A = a′∥P} = 0.
(2)（A-B質問順序効果）Pr{A = a,B = b∥P} ̸= Pr{B = b,A = a∥P}.



質問順序効果：クリントンとゴアに関する世論調査	

クリントン⇒ゴア (%)　 ゴア-YES ゴア-NO
クリントン-YES 48.99 4.47
クリントン-NO 17.67 28.86

ゴア⇒クリントン (%) ゴア-YES ゴア-NO
クリントン-YES 56.25 2.55
クリントン-NO 19.91 21.30

順序効果　 ゴア-YES ゴア-NO
クリントン-YES +7.26 -1.92
クリントン-NO +2.24 -7.56

表 1: 質問の順序効果. 1997年に行なわれた米国のギャラッ
プ世論調査のデータから，次のような興味深い事実が認め
られた。以下の二つの質問を考える。C:クリントンは正直
で信頼がおける人物と考えられるか。G:ゴアは正直で信頼
がおける人物と考えられるか。上段は質問C⇒質問Gの順
序で質問した場合、中段は質問G⇒質問Cの順序で質問し
た場合の回答の頻度を表わし、下段は両者の差を表わす。こ
のように世論調査の結果は質問の順序に影響を受ける。　
[D. W. Moore, Public Opin. Q. 66, 80 (2002)]



標準量子結合確率
• つまり，クリントン-ゴア実験の統計は，標準古典結合確率の性質のうち，再現
性を満たすが，質問可換性を満たさない．

• 質問可換性を満たさない結合確率の例として，量子力学の標準的な結合確率であ
る射影測定の結合確率を適用することが考えられた．

• これは，A,B を自己共役行列，P を単位ベクトルに対応させて，

Pr{A = a,B = b∥P} = ∥EB(b)EA(a)P∥2

と定義される．ただし，EA(a)は行列Aの固有値aに属する固有空間への射影
行列を表す．



可換性と量子結合確率
• 確率変数A,Bを量子物理量と考えた場合，その標準結合確率はA,Bの可換性
に応じて，次の性質をもつ．

• A,Bが可換つまりAB = BAのとき，これは次の性質を持つ．
(1)（A-A再現性）a ̸= a′ ならば Pr{A = a,A = a′∥P} = 0.
(2)（A-B質問可換性）Pr{A = a,B = b∥P} = Pr{B = b,A = a∥P}.
つまり，古典標準結合確率と同等になり，非可換性を持たないので，クリントン-
ゴア実験を説明できない．



非可換性と量子結合確率
• A,Bが非可換つまりAB ̸= BAのとき，これは次の性質を持つ．

(1)（A-A再現性）a ̸= a′ ならば Pr{A = a,A = a′∥P} = 0.
(2)（A-B質問順序効果）Pr{A = a,B = b∥P} ̸= Pr{B = b,A = a∥P}.
これは，クリントン-ゴア実験と再現性，順序効果を共有している．
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Abstract

Question order effects are commonly observed in self-report measures of judgment and attitude.
This article develops a quantum question order model (the QQ model) to account for four types
of question order effects observed in literature. First, the postulates of the QQ model are pre-
sented. Second, an a priori, parameter-free, and precise prediction, called the QQ equality, is
derived from these mathematical principles, and six empirical data sets are used to test the predic-
tion. Third, a new index is derived from the model to measure similarity between questions.
Fourth, we show that in contrast to the QQ model, Bayesian and Markov models do not generally
satisfy the QQ equality and thus cannot account for the reported empirical data that support this
equality. Finally, we describe the conditions under which order effects are predicted to occur, and
we review a broader range of findings that are encompassed by these very same quantum princi-
ples. We conclude that quantum probability theory, initially invented to explain order effects on
measurements in physics, appears to be a powerful natural explanation for order effects of self-
report measures in social and behavioral sciences, too.

Keywords: Order effects; Question order; Judgment; Quantum probability; Bayesian; Markov;
Constructive; Vector feature space

1. Introduction

Early in the 20th century, physicists developed quantum mechanics to explain phenom-
ena that seemed paradoxical according to classical Newtonian theory. In the process, they
also discovered an entirely new theory of probability (Suppes, 1961). One of the para-
doxes explained by quantum theory was the finding that the order of measurements
affected the final observed probabilities. In the terminology of quantum physics, some
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many other cognitive models of memory (e.g., Hintzman, 1988; Shiffrin & Steyvers,
1997). In our example in Fig. 1, the feature space is limited to two orthogonal dimen-
sions for simplicity (representing either a “yes” or “no” answer to a question), and the
initial belief state vector is represented by the symbol S (i.e., the purple line in Fig. 1). In
addition, the belief vector is assumed to have unit length, ||S|| = 1, which means the
squared length of the vector (i.e., sum of squared magnitudes of vector elements) equals
unity. As discussed later, this is important to guarantee that the probabilities computed
from the model for all possible answers to a question sum up to one.

It is important to note that the initial belief state S represents a very general state.
Although it is represented by a single vector, it can be assigned coordinates with respect
to different sets of basis vectors in the multidimensional feature space. In our example
here in Fig. 1, the belief vector S, on one hand, can be described in terms of the Clinton
basis (i.e., Cy–Cn basis vectors, black lines in Fig. 1). Then, S represents the respondent’s
belief concerning “whether Clinton is honest and trustworthy” and its two coordinates are
(.8367, .5477). On the other hand, S can be described using the Gore basis (i.e., Gy–Gn
basis vectors, blue lines in Fig. 1). Then, it represents the respondent’s belief about
“whether Gore is honest and trustworthy” and its two coordinates are (.9789, !.2043).
The empirical meanings of these coordinates are explained next.

Postulate 2: A potential response to a question is represented by a subspace of the
multidimensional feature space. A subspace is spanned by a subset of the basis vectors in
the multidimensional feature space, which represent feature patterns describing the ques-
tion at hand. In our example, the question is “Is Clinton honest and trustworthy” and one
potential answer is “yes.” For our simple illustration in Fig. 1, the subspace for each

Fig. 1. A two-dimensional example of the quantum model of question order effects.
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クリントン-ゴア実験の量子モデル
• Wang-Busemeyer は，偏光板の間の角度を適切に調整した偏光測定のモデルで
クリントン-ゴア実験の統計を説明した．



量子モデルとA-B-A再現性
• Khrennikov等は，Wang-Busemeyerの量子モデルでは，A-B-A再現性が成立
しないことを議論し，A-B-A再現性がAとBの非可換性と両立しないことを
示した．
Khrennikov, A., Basieva, I., Dzhafarov, E. N., Busemeyer, J. R. (2014). Quantum models
for psychological measurements: An unsolved problem. PLOS ONE, 9, Article e110909.

• 通常の実験条件では，A-B-A再現性が成立すると考えられるので，A-B-A再
現性とA-B順序効果をともに満たすモデルが可能かどうかが問題とされた．



問題の解決に向けて
• 以上のように，クリントン-ゴア実験の統計を量子力学をもちいて説明する試み
は，これまで成功していないため，重要な未解決問題と考えられてきた．

• Khrennikov氏との共同研究では，この問題を量子インストルメント理論を用い
て解決した．基本的なアイディアは以下の通りである．
(i)それぞれの測定は，A-A再現性を持つ測定とする．
(ii)量子インストルメントの一般論から，質問A,Bは可換な量子物理量でないと
A-B-A再現性を満たさないことが導かれるので，A,Bを可換な物理量とする．
(iii)量子インストルメント理論を用いると，量子物理量のA-A再現性を持つ測
定で射影測定とは異なるものが存在する．そのような量子インストルメントに
よってA,Bが可換であるにも関わらず，結合確率がA-B質問順序効果を示す
ものを構成した．
(iv)そのようにして構成した量子インストルメントのパラメータを調整して，実
際のクリントン-ゴア実験のデータを忠実に再現できることを示した．



ベイズ更新と条件付き確率分布
• 標準古典結合確率分布Pr{A = a,B = b|P}は，ベイズ更新のルールを用いて
説明することができる．

• 先立つ A の測定結果 A = a に条件付けられた B の条件付き確率分布は，
Pr{A = a|P} > 0.ならば，次のように与えられる．

P{A=a}(ω) =
χA−1(a)(ω)P (ω)

∑
ω∈Ω χA−1(a)(ω)P (ω)

.

• これを用いて，次が成り立つ．
Pr{A = a,B = b|P} = Pr{A = a|P}Pr{B = b|P{A=a}}.

• 従って，AとBの結合確率分布は，ベイズ更新のルールに従って，Aの測定後
に標本空間の確率分布を条件付き確率分布P{A=a}に更新したと見なすことがで
きる．



動的ベイズ更新規則
• インストルメント理論を古典的な確率論に応用することができる．例えば，クリ
ントン-ゴア実験の場合，標本空間を被験者の心 (信念) の状態とし，質問 A,B
に対する回答の結合確率分布は，この信念の確率分布P に依存すると考えられ
るので，それを

Pr{A = a,B = b|P}
とする．ただし，古典標準結合確率分布の公式は破棄する．

• すると，ベイズ更新と同様に，質問Aに答えた後，その回答A = aに依存して，
被験者の心の状態が変化して，標本空間の確率測度が P から P{A=a}に変化し
たとすれば，結合確率は

Pr{A = a,B = b|P} = Pr{A = a|P}Pr{B = b|P{A=a}}

と表すことができる．
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a b s t r a c t

We continue to analyze basic constraints on the human decision making from the viewpoint of
quantum measurement theory (QMT). As it has been found, the conventional QMT based on the
projection postulate cannot account for the combination of the question order effect (QOE) and the
response replicability effect (RRE). This was an alarming finding for quantum-like modeling of decision
making. Recently, it was shown that this difficulty can be resolved by using of the general QMT based
on quantum instruments. In the present paper we analyze the problem of the combination of QOE, RRE,
and the well-known QQ-equality (QQE). This equality was derived by Busemeyer and Wang, and it was
shown (in a joint paper with Solloway and Shiffrin) that statistical data from many social opinion polls
satisfy it. Here we construct quantum instruments satisfying QOE, RRE and QQE. The general features
of our approach are formalized with postulates that generalize (the Wang–Busemeyer) postulates for
quantum-like modeling of decision making. Moreover, we show that our model closely reproduces the
statistics of the well-known Clinton–Gore Poll data with a prior belief state independent of the question
order. This model successfully corrects for the order effect in the data to determine the ‘‘genuine’’
distribution of the opinions in the Poll. The paper also provides an accessible introduction to the theory
of quantum instruments — the most general mathematical framework for quantum measurements.

© 2021 The Authors. Published by Elsevier Inc. This is an open access article under the CC BY license
(http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/).

1. Introduction

In cognitive psychology, behavioral economics, political sci-
ences, and molecular biology, there has been a growing interest
in quantum formalism applications (e.g. books (Bagarello, 2019;
Busemeyer & Bruza, 2012; Haven & Khrennikov, 2013; Haven,
Khrennikov, & Robinson, 2017; Khrennikov, 2004, 2010)). The
majority of applications are based on quantum measurement the-
ory (QMT). However, as shown in Khrennikov, Basieva, Dzhafarov,
and Busemeyer (2014), the conventional QMT based on the pro-
jection postulate (Lüders, 1951; Von Neumann, 1955) represent-
ing the mental state update has difficulties in confronting with
combination of some psychological effects. (Classical Bayesian
update based on Kolmogorov probability (Kolmogorov, 1933) has
difficulties even with individual effects, see Basieva, Pothos, True-
blood, Khrennikov, & Busemeyer, 2017; Busemeyer, Wang, Khren-
nikov, & Basieva, 2014; Khrennikova, 2014.) So, QMT may de-
scribe each of the effects individually, but not jointly. In Khren-
nikov et al. (2014), it was shown that combination of the question

⇤ Corresponding author.
E-mail address: Andrei.Khrennikov@lnu.se (A. Khrennikov).

order effect (QOE)1 and the response replicability effect (RRE)2 can-
not be described by the conventional QMT. This was an alarming
finding for quantum-like modeling of decision making.3

1 QOE: dependence of the (sequential) joint probability distribution of an-
swers on the questions’ order: pAB 6= pBA; see Moore (2002) for experimental
statistical data (the Clinton–Gore social opinion poll) and (Wang & Busemeyer,
2013; Wang, Solloway, Shiffrin, & Busemeyer, 2014) for its modeling with
conventional QMT.
2 RRE (Khrennikov et al., 2014): Suppose that after answering the A-question

with ‘‘yes’’, Alice is asked another question B, and gives an answer to it. And
then she is asked A again. In the social opinion polls and other decision making
experiments, Alice would definitely repeat her original answer to A, ‘‘yes’’. This
is A � B � A response replicability. (In the absence of B-question, we get A � A
replicability). Combination of A � B � A and B � A � B replicability forms RRE.
3 Contrary to QOE, RRE has not been discussed as much in psychological

literature. The role of this effect in testing the boundaries of applicability of
the quantum formalism in psychology was emphasized in paper (Khrennikov
et al., 2014). In this paper, the Clinton–Gore opinion poll (see Moore, 2002) was
considered as the main example. Although in such social opinion polls one can
expect the combination of QOE+RRE, it is very important to perform detailed
experimental studies. The first attempt to proceed with such experimentation
was made in paper of Busemeyer and Wang (2017a). This paper generated
critical comments (Basieva, 2017; Busemeyer & Wang, 2017b; Dzhafarov, 2017;
Khrennikov, 2017a, 2017b) and, to clarify the situation, further experiments have
to be performed.

https://doi.org/10.1016/j.jmp.2020.102491
0022-2496/© 2021 The Authors. Published by Elsevier Inc. This is an open access article under the CC BY license (http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/).

インストルメント理論による動的ベイズ更新規則
• この方法に関して，次のことが問題となる．

(i)一般にどのような確率分布の変化P !→ P{A=a} が可能か．
(ii)順序効果と再現性を両立できるか．
(ii)この方法で，クリントン-ゴア実験の結合確率分布を再現できるか．
これらの問題を以下の論文で解決することができた．

偏光測定：非可換量子結合確率の例
• 光線は光子の集まりでできている．光子は，進行方向に垂直な平面上である特
定の方向に振動していると考えられる．そこで，1時の短針の方向に沿った偏光
フィルターを通過したばかりのビームに含まれる光子に対して，次の二つの質問
を考える．



量子インストルメントモデルによるデータの再現：	

クリントン⇒ゴア (%)　 ゴア-YES ゴア-NO
クリントン-YES 48.89/48.99 4.50/4.47
クリントン-NO 17.80/17.67 28.81/28.86

ゴア⇒クリントン (%) ゴア-YES ゴア-NO
クリントン-YES 56.37/56.25 2.53/2.55
クリントン-NO 19.77/19.91 21.33/21.30

脱順序効果　 ゴア-YES ゴア-NO
クリントン-YES 51.84 1.55
クリントン-NO 24.29 22.33

表 2: 量子インストルメントモデルによるデータの再現. 上段
は質問C⇒質問Gの順序で質問した場合、中段は質問G⇒
質問 Cの順序で質問した場合の回答の頻度を量子インスト
ルメントモデルで再現し，モデル値/データ値で示した。下段
は、量子インストルメントモデルによって推定された、順序
効果がないとした場合の回答頻度。Pr(C=no,G=yes)=24.29
は、いずれの順序での回答より高く，Pr(C=yse,G=no)=1.55
は、いずれの順序での回答より低い。よって、それぞれの順
序による回答頻度を平均化することによっては、順序効果を
補正することはできない。　　　　　　　　　　　　　　
[M. Ozawa, A. Khrennikov, J. Math. Psycol. 100, 102491 (2021)]



結論	

l  A-B-A再現性が成立すると仮定すると，心の不確定性，すなわち，A-B質
問順序効果は，心の量子性，すなわち，AとBの非可換性に由来するの
ではなく，信念の事後確率をベイズ更新とは異なる規則に従って更新し
ていることに由来する． 
 

l  心の量子性（AとBの非可換性）が正しいとすると，質問の前に信念は存
在せず，質問の回答に従って，信念が生まれることになるが，この研究
から，そうではなく，質問の前に信念は存在するが，一定の傾向に従って，
質問の回答に依存して変化することが導かれる． 
 

l  つまり，A-B-A再現性は信念の存在を保証し，A-B質問順序効果は，質
問に回答する過程で信念が変化することを示している． 



今後の研究課題	

l  世論調査や広告の分野におけるQOE（質問順序効果）とRRE（回
答再現効果）などの実証	

l  量子インストルメントモデルによるQOEとRREなどの効果の解明	

l  意思決定におけるQOEなどの効果のAIによるシミュレーション	

l  アンケート調査におけるQOEによるバイアスの除去	

l  広告におけるQOEの活用	



将来展望	
l  新しい物理学と量子技術への応用	

l  量子インストルメント理論による量子情報科学の発展	
l  新しい量子不確定性制御の展開	

§  測定誤差と擾乱の計測による新しい科学・技術の可能性	
§  超精密測定技術＝重力波検出，ナノサイエンス，GPS等	
§  量子情報技術=量子暗号・量子計算	

l  心理学・認知科学・AIへの応用：	
l  状態の揺らぎや不安定性と観測に由来する不確定性	
l  人間の知覚-認識モデルと量子インストルメント理論の親和性	
l  世論調査におけるバイアスや広告効果の解明	
l  AIによる認知バイアスの再現ー官能試験の自動化	

l  新しい数学：	
l  問題解決のために広い数学分野を横断	
l  経験科学の方法を理解し理論構築から実験的検証までをフォロー	
l  新しいタイプの応用数学者の養成（AI数理データサイエンスセン

ター）	

	



最後に、	


