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古典力学の世界：決定論的世界観	

l  力学は，何のためか？ 未来予知のため 
l  天体の力学 ⇒ 暦の作成　⇒　農業の成立	

l  ニュートンの運動方程式：  f  = mα 
l  力学的状態＝位置と速度（運動方程式の初期条件） 
l  決定論的世界観 

l  力と位置と速度（運動量）で未来が決定 
l  ラプラスの悪魔	

もしも、ある瞬間における全ての物質の力学的状態と
力を知ることができ、それらのデータを解析できるだ
けの能力の知性が存在するとすれば、この知性にとっ
ては、不確実なことは何もなくなり、その目には未来
も過去同様に全て見えているであろう。	
（ラプラス	『確率の解析的理論』1812年）	 courtesy of the Académie des 

Sciences, Paris	



量子力学の発見	

◆  社会的背景：鉄鉱業ー溶鉱炉の温度制御 
l  1900 年：プランク（1858生,1918受賞,1947没）の量子仮説 
l  1905 年：アインシュタイン（1879生,1921受賞,1955没)の光電効果 
l  1925 年：ハイゼンベルク（1901生,1932受賞,1976没)の行列力学 
l  1926 年：シュレーディンガー（1887生,1933受賞,1961没)の波動力学 
l  1927 年：ハイゼンベルクの不確定性原理	

Courtesy of the Clendening History of Medicine 
Library, University of Kansas Medical Center.



量子力学の世界：非決定論的世界観	

l  エネルギーの量子性：プランクの量子仮説（エネルギーは飛び
飛びの値をとる） 
 

l  非可換性：ハイゼンベルクの行列力学(物理量は行列) 
 

l  ハイゼンベルクの交換関係：QPーPQ＝h/(2πi)（位置Qと運動
量Pは非可換 
	

l  不確定性原理：位置と運動量を同時に測定して決めることは
できない．（非可換性の物理的意味） 

 
l  非決定論的世界観：位置と運動量を同時に決定できない．	





量子インストルメント理論による量子力学の公理化 
(ヒルベルトの第6問題)	(1984年)	

l  量子力学の公理化＝ヒルベルトの第６問題	
l  1932年,フォン・ノイマンの『量子力学の数学的基礎』	

l  「量子測定理論」は未完のまま残された	

l  精密な実験技術がなかった——思考実験	

l  1960年代初頭のレーザーの発見=量子情報技術の可能性	
l  精密測定技術，光通信，重力波検出実験	

l  「量子測定理論」の構築＝科学技術上の要請	

l  「量子測定理論」の公理化	
l  1984年「量子インストルメント」の数学理論	

§  M.	Ozawa,	“Quantum	measuring	processes	of	continuous	observables,”	J.	
Math.	Phys.	25,	79-87	(1984).	

l  量子測定の概念の数学的特徴づけ	

l  1986年のユエンの問題「量子測定を数学的に特徴付けよ」を
先立って解決	



重力波検出限界を巡る論争の解決 (1988年)	

l  1980,	Braginsky	et	al.	:	干渉計型検出方式には，不確定性原理か
ら導かれる標準量子限界が存在すると主張，共振型検出方式を推進	

l  1983,	Yuen:　標準量子限界の導出を批判，収縮状態測定による標準
量子限界の打破を提案	

l  1985,	Caves:　標準量子限界を改訂，収縮状態測定を疑問視	

l  1988,	Ozawa:　標準量子限界を打破する測定法を発見＝論争を解決	

§  Nature	誌	News	and	Views	で報道	

§  1994年から干渉計型LIGOの建設が始まった．	
l  2015,	LIGOによる重力波の初観測	

	

 

LIGO project, http://ligonews.blogspot.com/ 



Ozawa’s calculation will undoubtedly lift the spirits of those 
involved with the design of gravitational wave detectors; it 
will be Interesting to see where this leads. 
	

[J. Maddox, Nature 331 (1988), 559]	



小澤の不等式の発見（2003年）	

ハイゼンベルクの不等式（不成立）：QとPは同時に測れない。	

小澤の不等式（成立）：	QとPが同時に測れる場合もある。	



小澤の不等式とハイゼンベルクの不等式の比較	

(H) 
(O) 



小澤の不等式検証実験 (2012年)	

l  問題：ハイゼンベルクの不等式は本当に破られるのか。小澤の
不等式は本当に正しいのか。これまで、実験で確かめたことは
ない。	

l  困難な理由：プランク定数程度の大きさのエネルギーの差を識
別する必要がある。	

l  目標：ハイゼンベルクの不等式が不成立、小澤の不等式が成立
する状況を突き止める。	

l  実験の設定：実験は、Q,P	 がスピンという物理量の２つの成分
（x方向とy方向）の場合について行う。	

l  ウィーン工科大学原子研究所の長谷川祐司氏と中性子スピン測
定における誤差と擾乱を計測する実験を構想。	



小澤の不等式検証実験	
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小澤の不等式とハイゼンベルクの不等式の対照結果	

 
l  小澤の不等式は成立 

 
 
 

l  ハイゼンベルクの不等式は
不成立 小澤の不等式	

Brief Article

The Author

February 8, 2012

∆X∆Y + ∆Xσ(Y ) + σ(X)∆Y ≥
(

h

4π

)2

∆X∆Y <

(
h

4π

)2

×
(

h

4π

)2

1

Brief Article

The Author

February 8, 2012

∆X∆Y + ∆Xσ(Y ) + σ(X)∆Y ≥
(

h

4π

)2

∆X∆Y <

(
h

4π

)2

×
(

h

4π

)2

1

Robertson の不等式とUniversal Uncertainty Principle

• Robertson inequality:

σ(A)σ(B) <
(

h

4π

)2

H. P. Robertson, Phys. Rev. 34, 163 (1929).

• 定理：Aの任意の測定について次式が成り立つ．

ϵ(A)η(B) + ϵ(A)σ(B) + σ(A)η(B)≥
(

h

4π

)2

M. O., Phys. Rev. A 67, 042105 (2003).
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η(Y) 

• In 2003 a universally valid uncertainty relation was derived under this general
axioms.

• In 2012 universally valid uncertainty relation was experimentally confirmed by
neutron spin measurements.

• In 2016 LIGO project succeeded in detection of gravitational wave.

1 equations

ε(A)η(B) + ε(A)σ(B) + σ(A)η(B) ≥ 1

−

ε(A)η(B) < 1

(X = σx, Y = σy)

22

スピンの測定における 
小澤の不等式とハイゼンベルクの不等式の比較	



実験的検証：論文発表�

(朝日1月16日朝刊一面） 

(朝日1月23日朝刊科学面） (日経1月16日朝刊） 



http://physicsworld.com/cws/article/news/48378	

"This is certainly the first experiment to test Ozawa's formulation, so I think this should 
draw more attention to Ozawa's formulation, and how it is universally valid unlike a naive 
Heisenberg measurement-disturbance relation," said Howard Wiseman of Griffith 
University in Australia.	



Media	
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Quantenphysik

Der große Heisenberg irrte
17.11.2012 !  Werner Heisenberg wollte seine berühmte Unbestimmtheitsbeziehung
auch in den Störungen wiedererkennen, die ein Messung verursacht. Diesen Schluss
haben kanadische Forscher widerlegt.

Von RAINER SCHARF

D ie von Werner Heisenberg 1927

formulierte Unschärfebeziehung ist trotz

ihrer Tiefgründigkeit und Abstraktheit das

wohl bekannteste Gesetz der Quantenphysik.

Sie besagt vereinfacht, dass man nicht

gleichzeitig die Geschwindigkeit und den Ort

etwa eines Elektrons mit beliebiger Präzision

bestimmen kann. Für die Popularität dieses

Gesetzes hat vor allem eine ebenfalls von

Heisenberg stammende bildhafte Erläuterung

gesorgt, deren sich Lehrer und Wissenschaftler gerne zur Veranschaulichung des

komplizierten Sachverhalts bedienen. Demnach sei es unmöglich, eine Messung

auszuführen, ohne das Quantensystem dabei nachhaltig zu stören. Jeder Versuch, den

Ort eines Elektrons präzise zu messen, führt laut Heisenberg dazu, dass sich auch

dessen Geschwindigkeit verändert. Doch diese einfache Version der Unschärferelation

ist offenbar nicht richtig, wie ein Experiment kanadischer Forscher nun zeigt.

Gedankenexperiment Röntgen-Mikroskop

Heisenberg hatte ein Gedankenexperiment - auch bekannt als Gammastrahlen-

Mikroskop - ersonnen, in dem die Position eines Elektrons dadurch gemessen wird,

dass man es mit Licht bestrahlt und die von dem Teilchen abgelenkten Photonen

registriert. Die Ortsbestimmung wird umso präziser, je kürzer die Wellenlänge des

verwendeten Lichts ist. Weil damit jedoch der Rückstoß größer wird, den ein

abgelenktes Photon dem Elektron erteilt, ändert sich entsprechend auch dessen

Geschwindigkeit. Heisenberg schloss daraus: Je genauer man den Ort des Elektrons

bestimmen will, desto stärker muss man zwangsläufig die Geschwindigkeit des

Teilchens stören - eine Folgerung, die allem Anschein nach mit der Aussage der

Unschärfebeziehung in Einklang steht. Dass die Sachlage nicht so ganz einfach ist, wie

Heisenberg glaubte, vermutete im Jahr 2003 bereits Masanao Ozawa von der

Universität Nagoya.

Erste Zweifel aus Japan

Der japanische Theoretiker zeigte, dass die Messgenauigkeit und die dabei auftretende

Störung durchaus die Heisenberg-Beziehung verletzen können. Er formulierte selbst

eine verallgemeinerte  Unschärferelation, die die Genauigkeit einer Positionsmessung

und die Stärke der dadurch entstehenden Störung der Geschwindigkeit in Beziehung

setzt. Im Gegensatz dazu macht Heisenbergs Unschärferelation eine Aussage über die

Orts- und die Geschwindigkeitsunschärfe eines Elektrons, die spezifische Eigenschaften

des quantenmechanischen Zustands des Teilchens sind, aber nichts mit Störungen bei

einer Messung zu tun haben, wie Heisenberg aus seinem Gedankenexperiment folgerte.

Was Ozawa vermutete, haben die Physiker um Aephraim Steinberg von der University

Werner Heisenberg und seine Unschärferelation sind
sogar auf einer Briefmarke verewigt

© DEUTSCHE POST
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Heisenberg glaubte, vermutete im Jahr 2003 bereits Masanao Ozawa von der

Universität Nagoya.

Erste Zweifel aus Japan

Der japanische Theoretiker zeigte, dass die Messgenauigkeit und die dabei auftretende

Störung durchaus die Heisenberg-Beziehung verletzen können. Er formulierte selbst

eine verallgemeinerte  Unschärferelation, die die Genauigkeit einer Positionsmessung

und die Stärke der dadurch entstehenden Störung der Geschwindigkeit in Beziehung

setzt. Im Gegensatz dazu macht Heisenbergs Unschärferelation eine Aussage über die

Orts- und die Geschwindigkeitsunschärfe eines Elektrons, die spezifische Eigenschaften

des quantenmechanischen Zustands des Teilchens sind, aber nichts mit Störungen bei

einer Messung zu tun haben, wie Heisenberg aus seinem Gedankenexperiment folgerte.

Was Ozawa vermutete, haben die Physiker um Aephraim Steinberg von der University

Werner Heisenberg und seine Unschärferelation sind
sogar auf einer Briefmarke verewigt
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nur wenig durch diese Messung beeinflusst wird. Entsprechend geringer ist der

Informationsgewinn, den eine schwache Messung verglichen mit einer normalen

Messung liefert, die das Quantensystem allerdings nachhaltig stört. Führt man nun an

vielen, identischen Quantensystemen erst eine schwache und dann eine normale

Messung durch, so erhält man genug Information darüber, wie stark die normale

Messung die Quantensysteme stört.

Verschränkte Photonenpaare

In ihrem Experiment unterzogen die Physiker Paare von Photonen, deren

Polarisationszustände quantenmechanisch verschränkt waren, einer behutsamen

schwachen Messung. Das Besondere an solch korrelierten Teilchenpaaren ist, dass ihre

Polarisationen enger miteinander abgestimmt sind, als es in der klassischen Physik

möglich ist. Führt man eine Messung an einem Partner aus, spürt dies der andere

sofort, unabhängig davon, wie weit beide voneinander entfernt sind. Auf diese Weise

konnten die Forscher an einem Photon eine schwache Messung der linearen oder

zirkularen Polarisation vornehmen und an dem verschränkten Partner eine

entsprechende normale Messung. Dadurch erhielten sie das gleiche Resultat, so als

hätte man beide Messungen an ein und demselben Photon ausgeführt, was aber

wesentlich schwieriger gewesen wäre.

Heisenbergs Vorstellung aufgeweicht

Die Forscher wiederholten die schwachen und die normalen Messungen der linearen

und der zirkularen Polarisation an einer großen Zahl von verschränkten Photonen.

Daraus ermittelten sie, wie stark die Polarisation durch den Messvorgang gestört wurde

und wie sehr die einzelnen Messergebnisse um den Mittelwert streuten. Wie Steinberg

und seine Kollegen in der Zeitschrift „Physical Review Letters“ (Bd. 104, Nr. 100404)

berichten, erhielten sie ein eindeutiges Ergebnis: Die normale Messung der linearen

Polarisation der Photonen hatte deren Schwingung deutlich weniger stark gestört, als

man es angesichts der beobachteten Streuung der Messergebnisse für die zirkulare

Polarisation erwarten würde - vorausgesetzt, man könnte Heisenbergs

Unschärferelation hier anwenden. Doch das ist offensichtlich nicht der Fall. Vielmehr

erfüllten die gemittelte Störung und die Unschärfe der Messergebnisse jene

Ungleichung, die Masanao Ozawa aufgestellt hatte.

Messung überlistet die Natur

Steinberg und seine Kollegen sehen es damit als erwiesen an, dass die Schlüsse, die

Heisenberg aus seinem Gedankenexperiment gezogen hatte, nicht korrekt sind. Die

Forscher betonen, dass Heisenbergs Unbestimmtheitsrelation nach wie vor für die

Unschärfe gültig ist, die von Natur aus in einem Quantenzustand steckt und als

Streuung der Messergebnisse zutage tritt. Sie hat aber keine Bedeutung für die durch

eine Messung verursachten Störungen, wie es Heisenberg glaubte. Die Grenzen, die uns

die Quantenmechanik setzt, beruhen also nicht in erster Linie darauf, dass wir bei

unseren Experimenten die Natur stören.

Quelle: F.A.Z.
Hier können Sie die Rechte an diesem Artikel erwerben
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Quantenphysik

Der große Heisenberg irrte
17.11.2012 !  Werner Heisenberg wollte seine berühmte Unbestimmtheitsbeziehung
auch in den Störungen wiedererkennen, die ein Messung verursacht. Diesen Schluss
haben kanadische Forscher widerlegt.

Von RAINER SCHARF

D ie von Werner Heisenberg 1927

formulierte Unschärfebeziehung ist trotz

ihrer Tiefgründigkeit und Abstraktheit das

wohl bekannteste Gesetz der Quantenphysik.
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gleichzeitig die Geschwindigkeit und den Ort
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Ort eines Elektrons präzise zu messen, führt laut Heisenberg dazu, dass sich auch

dessen Geschwindigkeit verändert. Doch diese einfache Version der Unschärferelation

ist offenbar nicht richtig, wie ein Experiment kanadischer Forscher nun zeigt.

Gedankenexperiment Röntgen-Mikroskop

Heisenberg hatte ein Gedankenexperiment - auch bekannt als Gammastrahlen-

Mikroskop - ersonnen, in dem die Position eines Elektrons dadurch gemessen wird,

dass man es mit Licht bestrahlt und die von dem Teilchen abgelenkten Photonen

registriert. Die Ortsbestimmung wird umso präziser, je kürzer die Wellenlänge des

verwendeten Lichts ist. Weil damit jedoch der Rückstoß größer wird, den ein

abgelenktes Photon dem Elektron erteilt, ändert sich entsprechend auch dessen

Geschwindigkeit. Heisenberg schloss daraus: Je genauer man den Ort des Elektrons

bestimmen will, desto stärker muss man zwangsläufig die Geschwindigkeit des

Teilchens stören - eine Folgerung, die allem Anschein nach mit der Aussage der

Unschärfebeziehung in Einklang steht. Dass die Sachlage nicht so ganz einfach ist, wie

Heisenberg glaubte, vermutete im Jahr 2003 bereits Masanao Ozawa von der

Universität Nagoya.
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setzt. Im Gegensatz dazu macht Heisenbergs Unschärferelation eine Aussage über die

Orts- und die Geschwindigkeitsunschärfe eines Elektrons, die spezifische Eigenschaften

des quantenmechanischen Zustands des Teilchens sind, aber nichts mit Störungen bei

einer Messung zu tun haben, wie Heisenberg aus seinem Gedankenexperiment folgerte.
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Werner Heisenberg und seine Unschärferelation sind
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of Toronto jetzt experimentell bestätigt.

Weitere Artikel

Physik-Nobelpreis 2012 für Serge Haroche und David Wineland  

Kreativität in der Wissenschaft: Kann man dem Forscherglück nachhelfen?  

Quantenphysik: Im Rhythmus der Quantentrommel  

Neue Studienergebnisse: Mit den Zeitreisen ist ein für alle Mal Schicht  

Wärmesprung im Vakuum  

Quantenphysik: Max Born hatte recht  

Experimente mit polarisierten Lichtquanten

Die kanadischen Forscher nahmen allerdings nicht Ort und Geschwindigkeit eines

Elektrons unter die Lupe, sondern zwei verschiedene Polarisationszustände eines

Photons. Das ändert nichts an der Aussagekraft des Experiments, da Heisenbergs

Unschärferelation in abgewandelter Form auch für die Schwingungszustände von

Lichtquanten gilt. Photonen können auf verschiedene Art polarisiert sein. So kann das

mit einem polarisierten Photon einhergehende elektrische Feld zum Beispiel horizontal

oder vertikal sowie in diagonaler Richtung oszillieren. Schließlich gibt es noch die

Möglichkeit, dass sich das elektrische Feld schraubenförmig rechts oder links in

Richtung der Flugbahn des Photons dreht. Man spricht dann von rechts-

beziehungsweise linkszirkular polarisiertem Licht.

So wie es nach Heisenbergs Unschärfebeziehung unmöglich ist, dass ein Elektron sich

an einem bestimmten Ort befindet und zugleich eine bestimmte Geschwindigkeit hat,

so kann auch ein Photon beispielsweise nicht mit Bestimmtheit horizontal und zugleich

rechtszirkular polarisiert sein. Die Unschärfebeziehung besagt in diesem Fall, dass die

lineare Polarisation des Photons umso ungenauer bestimmt ist, je präziser die zirkulare

Polarisation festgelegt ist. Misst man für eine große Zahl von identischen Lichtteilchen,

wie stark sie entweder zirkular oder linear polarisiert sind, so findet man, dass die

Messergebnisse in einer Weise um ihren jeweiligen Mittelwert streuen und somit

„Unschärfen“ aufweisen, die in Einklang mit der Unschärfebeziehung stehen.

Eine fast unlösbare Aufgabe

Während solche Polarisationsmessungen zur Laborroutine gehören, standen Steinberg

und seine Kollegen vor einer ungleich schwierigeren Aufgabe. Sie mussten an einer

großen Zahl von Photonen messen, wie stark die Schwingungsrichtung eines Photons

gestört wird, wenn man dessen horizontale oder zirkulare Polarisation misst. Nur auf

diese Weise ließ sich herausfinden, ob das Ausmaß der Störung und die Streuung der

gemessenen Polarisationen die von Heisenberg aufgestellte Unschärfebeziehung

erfüllen oder nicht. Viele Fachkollegen hielten diese Aufgabe für unlösbar, da es

unmöglich schien, den Schwingungszustand eines Photons vor und nach einer Messung

eindeutig zu bestimmen.

Schwache Messung als Ausweg

Mit dem Verfahren der „schwachen Messungen“, das die israelischen Theoretiker Yakir

Aharonov und Lev Vaidman 1988 entwickelt hatten, gelang den kanadischen Forschern

jedoch das scheinbar Unmögliche. Bei einer schwachen Messung schwächt man die

Kopplung zwischen dem Messgerät und dem Quantensystem so weit ab, dass Letzteres
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Illustration des recht komplexen experimentellen
Aufbaus.

2003年、名古屋大学の小澤正直は、ハイゼンベル
クが信じていたほど状況は単純ではないと疑った。		
小澤が疑ったことは、トロント大学のAephraim 
Steinberg周辺の物理学者によって実験的に確認さ

れました。	

擾乱と誤差は、小澤正直が設定した不等式を満た
していました。	

偉大なハイゼンベルクは間違っていた	



不確定性原理と測定の順序効果	
 
l  古典力学では，二つの物理量の測定結果は測定の順序に

よらない． 
l  量子力学では，非可換な物理量の測定結果は測定の順序

に依存する． 
l  心理学実験で，二つの質問の答えは，質問の順序によるこ

とが知られている． 
l  これは，心の量子性の現れであろうか？ 



質問順序効果：クリントンとゴアに関する世論調査	

クリントン⇒ゴア (%)　 ゴア-YES ゴア-NO 計
クリントン-YES 48.99 4.47 53.46
クリントン-NO 17.67 28.86 46.53

計 66.66 33.33 99.99

ゴア⇒クリントン (%) ゴア-YES ゴア-NO 計
クリントン-YES 56.25 2.55 58.80
クリントン-NO 19.91 21.30 41.21

計 76.16 23.85 100.01

順序効果　 ゴア-YES ゴア-NO 計
クリントン-YES +7.26 -1.92 +5.34
クリントン-NO +2.24 -7.56 -5.32

計 +9.50 -9.48 +0.02

表 1: 質問順序効果 (1997年米国ギャラップ世論調査).
C/G:クリントン/ゴアは正直で信頼できると考えられるか．
上段/中段：質問 C/G⇒質問G/Cの順序．下段：両者の差．
　 [D. W. Moore, Public Opin. Q. 66, 80 (2002)]



標準古典結合確率
• 確率空間 (Ω, P )上のA,B という二つの確率変数を続けて測定して，A = a,
B = bという結果を得る確率は，

Pr{A = a,B = b∥P} =
∑

{P (ω) | A(ω) = a,B(ω) = b}

と定義される．Pr{A = a,B = b,A = c∥P}も同様に定義される．
• これは，次の性質を持っている．

(1)（A-A再現性）a ̸= a′ ならば Pr{A = a,A = a′∥P} = 0.
(2)（A-B質問可換性）Pr{A = a,B = b∥P} = Pr{B = b,A = a∥P}.
(3)（A-B-A再現性）a ̸= a′ ならば Pr{A = a,B = b,A = a′∥P} = 0.



標準量子結合確率
• つまり，クリントン-ゴア実験の統計は，標準古典結合確率の性質のうち，再現
性を満たすが，質問可換性を満たさない．

• 質問可換性を満たさない結合確率の例として，量子力学の標準的な結合確率であ
る射影測定の結合確率を適用することが考えられた．

• これは，A,B を自己共役行列，P を単位ベクトルに対応させて，

Pr{A = a,B = b∥P} = ∥EB(b)EA(a)P∥2

と定義される．ただし，EA(a)は行列Aの固有値aに属する固有空間への射影
行列を表す．



可換性と量子結合確率
• 確率変数A,Bを量子物理量と考えた場合，その標準結合確率はA,Bの可換性
に応じて，次の性質をもつ．

• A,Bが可換つまりAB = BAのとき，これは次の性質を持つ．
(1)（A-A再現性）a ̸= a′ ならば Pr{A = a,A = a′∥P} = 0.
(2)（A-B質問可換性）Pr{A = a,B = b∥P} = Pr{B = b,A = a∥P}.
つまり，古典標準結合確率と同等になり，非可換性を持たないので，クリントン-
ゴア実験を説明できない．



非可換性と量子結合確率
• A,Bが非可換つまりAB ̸= BAのとき，これは次の性質を持つ．

(1)（A-A再現性）a ̸= a′ ならば Pr{A = a,A = a′∥P} = 0.
(2)（A-B質問順序効果）Pr{A = a,B = b∥P} ̸= Pr{B = b,A = a∥P}.
これは，クリントン-ゴア実験と再現性，順序効果を共有している．
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Abstract

Question order effects are commonly observed in self-report measures of judgment and attitude.
This article develops a quantum question order model (the QQ model) to account for four types
of question order effects observed in literature. First, the postulates of the QQ model are pre-
sented. Second, an a priori, parameter-free, and precise prediction, called the QQ equality, is
derived from these mathematical principles, and six empirical data sets are used to test the predic-
tion. Third, a new index is derived from the model to measure similarity between questions.
Fourth, we show that in contrast to the QQ model, Bayesian and Markov models do not generally
satisfy the QQ equality and thus cannot account for the reported empirical data that support this
equality. Finally, we describe the conditions under which order effects are predicted to occur, and
we review a broader range of findings that are encompassed by these very same quantum princi-
ples. We conclude that quantum probability theory, initially invented to explain order effects on
measurements in physics, appears to be a powerful natural explanation for order effects of self-
report measures in social and behavioral sciences, too.

Keywords: Order effects; Question order; Judgment; Quantum probability; Bayesian; Markov;
Constructive; Vector feature space

1. Introduction

Early in the 20th century, physicists developed quantum mechanics to explain phenom-
ena that seemed paradoxical according to classical Newtonian theory. In the process, they
also discovered an entirely new theory of probability (Suppes, 1961). One of the para-
doxes explained by quantum theory was the finding that the order of measurements
affected the final observed probabilities. In the terminology of quantum physics, some
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many other cognitive models of memory (e.g., Hintzman, 1988; Shiffrin & Steyvers,
1997). In our example in Fig. 1, the feature space is limited to two orthogonal dimen-
sions for simplicity (representing either a “yes” or “no” answer to a question), and the
initial belief state vector is represented by the symbol S (i.e., the purple line in Fig. 1). In
addition, the belief vector is assumed to have unit length, ||S|| = 1, which means the
squared length of the vector (i.e., sum of squared magnitudes of vector elements) equals
unity. As discussed later, this is important to guarantee that the probabilities computed
from the model for all possible answers to a question sum up to one.

It is important to note that the initial belief state S represents a very general state.
Although it is represented by a single vector, it can be assigned coordinates with respect
to different sets of basis vectors in the multidimensional feature space. In our example
here in Fig. 1, the belief vector S, on one hand, can be described in terms of the Clinton
basis (i.e., Cy–Cn basis vectors, black lines in Fig. 1). Then, S represents the respondent’s
belief concerning “whether Clinton is honest and trustworthy” and its two coordinates are
(.8367, .5477). On the other hand, S can be described using the Gore basis (i.e., Gy–Gn
basis vectors, blue lines in Fig. 1). Then, it represents the respondent’s belief about
“whether Gore is honest and trustworthy” and its two coordinates are (.9789, !.2043).
The empirical meanings of these coordinates are explained next.

Postulate 2: A potential response to a question is represented by a subspace of the
multidimensional feature space. A subspace is spanned by a subset of the basis vectors in
the multidimensional feature space, which represent feature patterns describing the ques-
tion at hand. In our example, the question is “Is Clinton honest and trustworthy” and one
potential answer is “yes.” For our simple illustration in Fig. 1, the subspace for each

Fig. 1. A two-dimensional example of the quantum model of question order effects.
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クリントン-ゴア実験の量子モデル
• Wang-Busemeyer は，偏光板の間の角度を適切に調整した偏光測定のモデルで
クリントン-ゴア実験の統計を説明した．



量子モデルとA-B-A再現性
• Khrennikov等は，Wang-Busemeyerの量子モデルでは，A-B-A再現性が成立
しないことを議論し，A-B-A再現性がAとBの非可換性と両立しないことを
示した．
Khrennikov, A., Basieva, I., Dzhafarov, E. N., Busemeyer, J. R. (2014). Quantum models
for psychological measurements: An unsolved problem. PLOS ONE, 9, Article e110909.

• 通常の実験条件では，A-B-A再現性が成立すると考えられるので，A-B-A再
現性とA-B順序効果をともに満たすモデルが可能かどうかが問題とされた．



モデルの分類

　 A-A反復 A-B質問 A-B-A回答 A-Bの 心の
　 可能性 順序効果 再現効果 可換性 量子性

クリントン-ゴア・データ ○ ○ ○ ? ?
標準古典モデル ○ × ○ ○ ない
標準量子モデル ○ ○ × × ある

量子インストルメントモデル ○ ○ ○ ○ ?

表 3: モデルの分類.
標準古典モデル: Bayes更新モデル．
標準量子モデル: Wang-Busemeyerモデル,射影測定モデル．
波束の収縮モデル．



問題の解決に向けて
• 以上のように，クリントン-ゴア実験の統計を量子力学をもちいて説明する試み
は，これまで成功していないため，重要な未解決問題と考えられてきた．

• Khrennikov氏との共同研究では，この問題を量子インストルメント理論を用い
て解決した．基本的なアイディアは以下の通りである．
(i)それぞれの測定は，A-A再現性を持つ測定とする．
(ii)量子インストルメントの一般論から，質問A,Bは可換な量子物理量でないと
A-B-A再現性を満たさないことが導かれるので，A,Bを可換な物理量とする．
(iii)量子インストルメント理論を用いると，量子物理量のA-A再現性を持つ測
定で射影測定とは異なるものが存在する．そのような量子インストルメントに
よってA,Bが可換であるにも関わらず，結合確率がA-B質問順序効果を示す
ものを構成した．
(iv)そのようにして構成した量子インストルメントのパラメータを調整して，実
際のクリントン-ゴア実験のデータを忠実に再現できることを示した．
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a b s t r a c t

We continue to analyze basic constraints on the human decision making from the viewpoint of
quantum measurement theory (QMT). As it has been found, the conventional QMT based on the
projection postulate cannot account for the combination of the question order effect (QOE) and the
response replicability effect (RRE). This was an alarming finding for quantum-like modeling of decision
making. Recently, it was shown that this difficulty can be resolved by using of the general QMT based
on quantum instruments. In the present paper we analyze the problem of the combination of QOE, RRE,
and the well-known QQ-equality (QQE). This equality was derived by Busemeyer and Wang, and it was
shown (in a joint paper with Solloway and Shiffrin) that statistical data from many social opinion polls
satisfy it. Here we construct quantum instruments satisfying QOE, RRE and QQE. The general features
of our approach are formalized with postulates that generalize (the Wang–Busemeyer) postulates for
quantum-like modeling of decision making. Moreover, we show that our model closely reproduces the
statistics of the well-known Clinton–Gore Poll data with a prior belief state independent of the question
order. This model successfully corrects for the order effect in the data to determine the ‘‘genuine’’
distribution of the opinions in the Poll. The paper also provides an accessible introduction to the theory
of quantum instruments — the most general mathematical framework for quantum measurements.

© 2021 The Authors. Published by Elsevier Inc. This is an open access article under the CC BY license
(http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/).

1. Introduction

In cognitive psychology, behavioral economics, political sci-
ences, and molecular biology, there has been a growing interest
in quantum formalism applications (e.g. books (Bagarello, 2019;
Busemeyer & Bruza, 2012; Haven & Khrennikov, 2013; Haven,
Khrennikov, & Robinson, 2017; Khrennikov, 2004, 2010)). The
majority of applications are based on quantum measurement the-
ory (QMT). However, as shown in Khrennikov, Basieva, Dzhafarov,
and Busemeyer (2014), the conventional QMT based on the pro-
jection postulate (Lüders, 1951; Von Neumann, 1955) represent-
ing the mental state update has difficulties in confronting with
combination of some psychological effects. (Classical Bayesian
update based on Kolmogorov probability (Kolmogorov, 1933) has
difficulties even with individual effects, see Basieva, Pothos, True-
blood, Khrennikov, & Busemeyer, 2017; Busemeyer, Wang, Khren-
nikov, & Basieva, 2014; Khrennikova, 2014.) So, QMT may de-
scribe each of the effects individually, but not jointly. In Khren-
nikov et al. (2014), it was shown that combination of the question

⇤ Corresponding author.
E-mail address: Andrei.Khrennikov@lnu.se (A. Khrennikov).

order effect (QOE)1 and the response replicability effect (RRE)2 can-
not be described by the conventional QMT. This was an alarming
finding for quantum-like modeling of decision making.3

1 QOE: dependence of the (sequential) joint probability distribution of an-
swers on the questions’ order: pAB 6= pBA; see Moore (2002) for experimental
statistical data (the Clinton–Gore social opinion poll) and (Wang & Busemeyer,
2013; Wang, Solloway, Shiffrin, & Busemeyer, 2014) for its modeling with
conventional QMT.
2 RRE (Khrennikov et al., 2014): Suppose that after answering the A-question

with ‘‘yes’’, Alice is asked another question B, and gives an answer to it. And
then she is asked A again. In the social opinion polls and other decision making
experiments, Alice would definitely repeat her original answer to A, ‘‘yes’’. This
is A � B � A response replicability. (In the absence of B-question, we get A � A
replicability). Combination of A � B � A and B � A � B replicability forms RRE.
3 Contrary to QOE, RRE has not been discussed as much in psychological

literature. The role of this effect in testing the boundaries of applicability of
the quantum formalism in psychology was emphasized in paper (Khrennikov
et al., 2014). In this paper, the Clinton–Gore opinion poll (see Moore, 2002) was
considered as the main example. Although in such social opinion polls one can
expect the combination of QOE+RRE, it is very important to perform detailed
experimental studies. The first attempt to proceed with such experimentation
was made in paper of Busemeyer and Wang (2017a). This paper generated
critical comments (Basieva, 2017; Busemeyer & Wang, 2017b; Dzhafarov, 2017;
Khrennikov, 2017a, 2017b) and, to clarify the situation, further experiments have
to be performed.

https://doi.org/10.1016/j.jmp.2020.102491
0022-2496/© 2021 The Authors. Published by Elsevier Inc. This is an open access article under the CC BY license (http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/).

量子インストルメントによるクリントン-ゴア 
世論調査データの再現 (2021)	



クリントン⇒ゴア (%)　 ゴア-YES ゴア-NO
クリントン-YES 48.89/48.99 4.50/4.47
クリントン-NO 17.80/17.67 28.81/28.86

ゴア⇒クリントン (%) ゴア-YES ゴア-NO
クリントン-YES 56.37/56.25 2.53/2.55
クリントン-NO 19.77/19.91 21.33/21.30

脱順序効果　 ゴア-YES ゴア-NO
クリントン-YES 51.84 1.55
クリントン-NO 24.29 22.33

表 2: 量子インストルメントモデルによるデータの再現.
上/中段：質問 C/G⇒質問G/Cの順序．モデル値/データ値
下段：モデルで推定される順序効果がないとした場合の回
答頻度．それぞれの順序による回答頻度を平均化すること
によっては．順序効果を補正することはできない．
[M. Ozawa, A. Khrennikov, J. Math. Psycol. 100, 102491 (2021)]

質問順序効果：量子インストルメントモデル	



結論	

l  A-B-A再現性が成立すると仮定すると，心の不確定性，すなわち，A-B質
問順序効果は，心の量子性，すなわち，AとBの非可換性に由来するの
ではなく，信念の事後確率をベイズ更新とは異なる規則に従って更新し
ていることに由来する． 
 

l  心の量子性（AとBの非可換性）が正しいとすると，質問の前に信念は存
在せず，質問の回答に従って，信念が生まれることになるが，この研究
から，そうではなく，質問の前に信念は存在するが，一定の傾向に従って，
質問の回答に依存して変化することが導かれる． 
 

l  つまり，A-B-A再現性は信念の存在を保証し，A-B質問順序効果は，質
問に回答する過程で信念が変化することを示している． 



今後の研究課題	

l  世論調査や広告の分野におけるQOE（質問順序効果）とRRE（回
答再現効果）などの実証	

l  量子インストルメントモデルによるQOEとRREなどの効果の解明	

l  意思決定におけるQOEなどの効果のAIによるシミュレーション	

l  アンケート調査におけるQOEによるバイアスの除去	

l  広告におけるQOEの活用	



将来展望	
l  新しい物理学と量子技術への応用	

l  量子インストルメント理論による量子情報科学の発展	
l  新しい量子不確定性制御の展開	

§  測定誤差と擾乱の計測による新しい科学・技術の可能性	
§  超精密測定技術＝重力波検出，ナノサイエンス，GPS等	
§  量子情報技術=量子暗号・量子計算	

l  心理学・認知科学・AIへの応用：	
l  状態の揺らぎや不安定性と観測に由来する不確定性	
l  人間の知覚-認識モデルと量子インストルメント理論の親和性	
l  世論調査におけるバイアスや広告効果の解明	
l  AIによる認知バイアスの再現ー官能試験の自動化	

l  新しい数学：	
l  問題解決のために広い数学分野を横断	
l  経験科学の方法を理解し理論構築から実験的検証までをフォロー	
l  新しいタイプの応用数学者の養成（AI数理データサイエンスセン

ター）	

	



最後に、	


