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量子力学に対する von Neumannの公理系
• 公理 Q1 (状態と物理量). 任意の量子系 Sには，Sの状態空間と呼ばれる，ある Hilbert
空間Hが対応する． Sの状態には，H上の密度作用素が対応し，Sの物理量には，H
上の自己共役作用素が対応する．

• 公理 Q2 (Bornの統計公式). 任意の物理量Aは任意の状態 ρで測定可能で，その測定値
xの確率分布は次式で与えられる．これを物理量Aの状態 ρにおける確率分布と呼ぶ．

Pr{A ∈ ∆∥ρ} = Tr[EA(∆)ρ] (∆ ∈ B(R)).

• 公理 Q3 (時間発展). 系 Sは，時刻 tから t+ τ の間，（時間に依存しない）Hamiltonian
H をもつ孤立系とする．もし，系 Sが時刻 tで状態 ρ(t)にあるならば，時刻 t+ τ に
おける系 Sの状態 ρ(t+ τ )は次式で与えられる．

ρ(t+ τ ) = eiτH/h̄ρ(t)e−iτH/h̄.
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• 公理 Q4 (合成系)．H を状態空間とする系 S1 と K を状態空間とする系 S2 の合成系
S = S1 + S2 の状態空間はテンソル積H ⊗ Kで与えられ，S1 の物理量 Aは S1 の物
理量A⊗ I と同一視され，S2 の物理量B は Sの物理量 I ⊗B と同一視される．
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完全正値インストルメント

• 定義．T ∈ L(τc(H))は，任意のn = 1, 2, . . .について，T ⊗ idnが τc(H) ⊗Mn上
の正値写像であるとき，完全正値写像と呼ばれる．ただし，idnは，恒等写像を表わす．

• 記号：τc(H)=H上のトレースクラス作用素の空間．
CP (τc(H))=τc(H)上の完全正値写像の空間．

• 定義. ヒルベルト空間Hに対する完全正値 (CP)インストルメントとは，CP (τc(H))に
値を持つR上の Borel測度で I(R)がトレースを保存するものである．

• すなわち，I : B(R) → L(τc(H))がCPインストルメントであるとは，次の条件が成
り立つことである．
(i)完全正値性：任意の∆ ∈ B(R)に対して，I(∆)は τc(H)上の完全正値写像である．
(ii)可算加法性：互いに交わらない列∆1, . . . ,∆j, . . . ∈ B(R)と任意の ρ ∈ τc(H)に
対して次式が成り立つ．

I(
∪
j ∆j)ρ =

∑
j I(∆j)ρ.

(iii)単位性：任意の ρ ∈ τc(H)に対して次式が成り立つ．

Tr[I(R)ρ] = Tr[ρ].
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量子測定の普遍モデル：間接測定モデル

• 定義. (K, ξ, U,M): 間接測定モデル（または，測定過程）⇔

K = Hilbert空間（プローブ系の状態空間）
ξ = Kに属する単位ベクトル（プローブ系の初期状態）
U = H ⊗ K上のユニタリ作用素（測定相互作用による時間発展）
M = K上の自己共役作用素（メーター物理量）

• 定理（完全正値インストルメントの表現定理）. 任意の間接測定モデル (K, ξ, U,M)は，
関係

I(∆)ρ = TrK[U(ρ⊗ |ξ⟩⟨ξ|)U†(I ⊗ EM(∆))].

で CPインストルメント I を定め，次の統計的性質を持つ．
(i)出力分布： Pr{x ∈ ∆∥ρ} = Tr[I(∆)ρ].

(ii)条件付き出力状態： ρ{x∈∆} =
I(∆)ρ

Tr[I(∆)ρ]
.

逆に，すべての CPインストルメントはある間接測定モデルによって定まる．
MO, J. Math. Phys. 25, 79 (1984).
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古典的測定の二乗平均平方根誤差
• 変量Θの値を直接観測可能な変量Ωによって測定（推定）する場合，

N = Ω − Θ

を誤差と呼ぶ．

• 一般に，ΘとΩは確率変数で，µ(θ, ω)をΘ,Ωの結合確率分布とする．N の平均的な
値を平均誤差と呼ぶが，単純な平均は正の誤差と負の誤差が相殺して具合が悪い．

• Laplaceは．N の絶対値の平均，絶対平均誤差

εL(Ω,Θ) = ⟨|N |⟩ =
∑
θ,ω |θ − ω|µ(θ, ω)

を提案したが，その後，Gaussが，二乗平均を提案し，その平方根である二乗平均平方
根誤差が，今日まで平均誤差の標準的定義とされている：

εG(Ω,Θ) = ⟨N2⟩1/2 =
(∑

θ,ω(ω − θ)2µ(θ, ω)
)1/2

• この値は，結合確率分布 µ(µ, θ)だけで決まるので，以下

εG(µ) =
(∑

θ,ω(ω − θ)2µ(θ, ω)
)1/2

と定義する．

6



正しい古典測定とは？

• 変量Θの値（真の値）を直接観測可能な変量Ωの値（測定値）によって測定する場合，
次の関係が成り立つとき，正確な測定であると言う．

Pr{Ω = Θ} =
∑

(θ,ω):θ ̸=ω
µ(θ, ω) = 1.

• 定理．真の値と測定値が結合確率分布µをもつ測定が正確であるための必要十分条件は，
εG(µ) = 0である．

• 証明．
εG(µ)

2 =
∑

(θ,ω):θ ̸=ω
(ω − θ)2µ(θ, ω)

から明らか．
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状態Ψにおける物理量X,Y の結合確率分布とは?

• 確率分布 µ(x, y)がX,Y の任意の多項式 p(X,Y )の量子論的期待値を再現すること．
つまり，確率分布 µ(x, y)が任意の多項式 p(X,Y )について，

(Ψ, p(X,Y )Ψ) =
∑
x,y p(x, y)µ(x, y)

が成り立つとき，µ(x, y)を状態ΨにおけるX,Y の結合確率分布と呼ぶ．

• 定理．状態Ψにおける物理量X,Y の結合確率分布が存在するための必要十分条件は，
ΨがX,Y の同時固有状態の重ね合わせであることである．
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量子完全相関

• 定義 (MO 2006): 物理量 X,Y が状態 Ψ において完全相関する Ψ (X =Ψ Y ) iff
X ↔Ψ Y かつ Pr{X = x, Y = y∥Ψ} = 0 if x ̸= y.

• 定理 (MO 2006). 次の条件は同値．
(i)X =Ψ Y .

(ii) Ψ はX と Y の共通の固有値に対する同値固有ベクトルの重ね合わせ，すなわち，
Ψ =

∑
x cx |X = x, Y = x⟩.

(iii)
∑
x P

X(x) ∧ P Y (x)ψ = ψ.

(iv)任意のボレル関数 f によって f(X)Ψで張られる巡回部分空間 C(X,ψ)に属する任
意の状態Φに対して，X と Y の確率分布が一致する，すなわち，

(Φ, EX(x)Φ) = (Φ, EY (x)Φ) (x ∈ R).

• 定理 (MO2006). 関係 =Ψ は同値関係であり，とりわけ，推移的である，すなわち，
X =Ψ Y かつ Y =Ψ Z ならば，X =Ψ Z.
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正しい量子測定とは?

• 定義．間接測定モデルMが系 Sの状態 ψにおいて物理量Aの正しい測定であるとは，
状態ψ ⊗ ξにおいてA(0)とM(∆t)が量子完全相関することである，すなわち，

A(0) =ψ⊗ξ M(∆t).

• 注意．測定が正しいと被測定物理量の確率分布と測定値の確率分布は一致するが，この
ことは測定が正しいことの必要条件であって，十分条件にはならない．

• 定理．間接測定モデルMが系 Sの状態ψにおいて物理量Aの正しい測定であるための
必要十分条件は，ψと直交しない，Aの任意の固有状態がU によって同一の固有値に対
する I ⊗M の固有状態に変換されることである．つまり，

(ϕ,ψ) ̸= 0かつAϕ = aϕならば (I ⊗M)U(ϕ⊗ ξ) = aU(ϕ⊗ ξ).
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測定値の観測者独立性

• S: 被測定系．Hilbert空間Hで表される．

• E: 環境系．Hilbert空間Kで表される．

• A: 系 Sの被測定物理量．

• M1, M2: 環境系 Eに属する互いに可換なメータ物理量．空間的に離れた二人の観測者
に対応する．

• 全系の時間発展を表す H ⊗ K 上のユニタリ変換は次のハイゼンベルク作用素 A(0),
Mj(t), (j = 1, 2) 0 < t,を定める．

A(0) = A⊗ I,

Mj(t) = U(t)†(I ⊗Mj)U(t),
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• ψと ξを系Sと環境系Eの状態とする. それぞれの観測者のPOVMは次式で定義される．

Πj(y) = ⟨ξ|PMj(t)(y)|ξ⟩.

• 系の状態ψにおいて観測者 j は測定値 xを次の確率で得る．

Pr{Mj(t) = x∥ψ ⊗ ξ} = ⟨ψ|Πj(x)|ψ⟩.

• 次の仮定を設ける：二人の観測者は物理量 Aの確率分布を正しく再現する，すなわち，
任意の状態ψに対して，

Pr{Mj(t) = x∥ψ ⊗ ξ} = Pr{A(0) = x∥ψ ⊗ ξ}.

• または，

Πj(x) = PA(x).
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• M1(t)とM2(t)は可換なので，初期状態ψ ⊗ ξにおけるそれらの結合確率分布が存在
する．

Pr{M1(t) = x,M2(t) = y∥ψ ⊗ ξ} = ⟨ψ ⊗ ξ|PM1(t)(x)PM2(t)(y)|ψ ⊗ ξ⟩.

したがって，量子力学は上の結合確率が完全相関を示すか，否かを決めることができる．
この時，次の定理が成り立つ．

• 定理 1. 同一の物理量 Aを二人の観測者が測定すると，それぞれの測定値は一致する：
x ̸= yならば

Pr{M1(t) = x,M2(t) = y∥ψ ⊗ ξ} = 0.
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測定の所有値再現可能性から観測者独立性へ

• 定理 2 (MO2006). メータM(t)による物理量Aの測定が正しい POVM Πを持つ，つま
り，Π = PAを満たすならば，所有値再現可能性を満たす，すなわち，

A(0) =ψ⊗ξ M(t)

がすべてのψに対して成立する．

• 定理 1の証明：定理 2から

M1(t) =ψ⊗ξ A(0) かつ A(0) =ψ⊗ξ M2(t).

完全相関の推移性率から

M1(t) =ψ⊗ξ M2(t).

したがって，x ̸= yならば

Pr{M1(t) = x,M2(t) = y∥ψ ⊗ ξ} = 0

が成り立つ．
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二乗平均平方根誤差概念の量子測定への拡張

• Hilbert 空間 H を状態空間とする系 S の物理量 A の測定に関する間接測定モデル
M = (K, ξ, U,M)が与えられたとき，

A(0) = A⊗ I, M(0) = I ⊗M, M(∆t) = U†(I ⊗M)U

とする．

• 誤差作用素を

N(A,M) = M(τ ) −A(0)

と定義する．

• 系 Sの状態 ψで測定を行なうとき，その二乗平均平方根

εNO(A,ψ) = ⟨ψ ⊗ ξ|N(A,M)2|ψ ⊗ ξ⟩1/2

を系 Sの状態 ψにおける誤差作用素による量子二乗平均平方根誤差と呼ぶ．
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誤差作用素による量子二乗平均平方根誤差の性質

• A(0)とM(∆t)が可換なときは，状態 ψ ⊗ ξにおけるA(0)とM(∆t)の結合確率分
布 µA(0),M(∆t)(θ, ω)が存在する．

µA(0),M(∆t)(θ, ω) = (ψ ⊗ ξ, EA(0)(θ)EM(∆t)(ω)ψ ⊗ ξ)

• この場合は，状態ψ ⊗ ξにおける真の値A(0)と測定値M(∆t)の結合確率分布が存在す
るので，古典的な定義を適用して，εG(µA(0),M(∆t))がこの測定の二乗平均平方根誤差
と考えられる．

• 定理．誤差作用素による量子二乗平均平方根誤差は，この定義と整合的で，

εNO(A,ψ) = εG(µA(0),M(∆t))

が成り立つ．

• では，何が問題か？A(0)とM(∆t)が非可換なときは，誤差がゼロでも測定が正しく
ない場合がある．
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誤差作用素による誤差の定義が適切でない例

A =

[
1 1

1 1

]
, M =

[
1 1

1 −1

]
, ψ =

[
1

0

]

として，Aを測定する代わりにM を射影測定するモデルを考えると，

εNO(A,ψ,M) = ∥Aψ −Mψ∥

が成り立ち，
εNO(A,ψ,M) = 0

となるが，
⟨ψ|PA(2)|ψ⟩ = 1/2, ⟨ψ|PM(2)|ψ⟩ = 0.

より，被測定物理量の確率分布と測定値の確率分布が一致しないので，測定は正確では
ない．
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量子 2乗平均平方根誤差

状態 ψにおいて間接測定モデルMによる物理量Aの測定に関する量子２乗平均平方根
誤差を一般に ε(A,ψ,M)と表し，それが満たすべき条件を考察する．
(I)（操作的定義可能性）ε(A,ψ,M)は，間接測定モデルMの測定値の確率分布を定め
る POVM Π,被測定量A，被測定状態ψによって定義可能である．
(II)（対応原理）A(0)とM(τ )の結合確率分布 µ(x, y)が存在すれば，古典的２乗平
均平方根誤差と一致する．すなわち，

ε(A,ψ,M) = µG(µ)

が成り立つ．
(III)（健全性）間接測定モデルMによる状態ψにおける物理量 Aの測定が正確ならば，
ε(A,ψ,M) = 0が成り立つ．
(IV)（完全性）ε(A,ψ,M) = 0ならば間接測定モデルMによる状態 ψにおける物理
量Aの測定は正確である．
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• 定理．誤差作用素型量子２乗平均平方根誤差 εNO(A,ψ,M)は，(I)–(III)の条件を満た
す．結合確率分布が存在すれば，(IV)も成り立つが一般には (IV)は成り立たない．

• 真値と測定値の結合確率分布が存在しない場合に誤差作用素による定義をどう改良すれ
ばいいか？

• 局所一様量子２乗平均平方根誤差を次のように定義する．

ε(A,ψ) = supt∈R εNO(A, e
−itAψ)

この定義から結合確率分布 µが存在すれば

ε(A,ψ) = εNO(A,ψ) = ε(A,ψ)

が成り立つ．

19



次の定理が成り立つ．

• 定理：間接測定モデルM，物理量A，状態ψに対して，次の命題が成り立つ．

1. 局所一様量子２乗平均平方根誤差 ε(A,ψ,M)は，(I)–(IV)の条件をすべて満たす．
2. A(0)とM(τ )の結合確率分布が存在すれば，

ε(A,ψ,M) = εNO(A,ψ,M)

が成り立つ．
3. A(0)2 = M(τ )2 = I ならば

ε(A,ψ,M) = εNO(A,ψ,M)

が成り立つ．

MO, npj Quantum Inf. 5, 1 (2019).　
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新しい誤差による不確定性原理

一般の間接測定モデルM による近似的同時測定に対して次の形の不確定性関係が成り
立つ．
ε = εNOまたは ε = εとする．任意の物理量A,Bおよび状態ψに対して，CAB = 1

2
|⟨ψ|[A,B]|ψ⟩|

とおくと，次の関係が成り立つ．

1. ε(A)ε(B) + σ(B)ε(A) + σ(A)ε(B) ≥ CAB.

2. σ(B)2ε(A)2 + σ(A)2ε(B)2

+2ε(A)ε(B)
√
σ(A)2σ(B)2 − C2

AB ≥ C2
AB.
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