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はじめに	

l  量子コンピュータが現れて，「量子性」を利用することで，これまでより効
率の高い「計算」が可能であることが知られるようになった． 
 

l  そこで，人間の脳や心にも「量子性」があるのかという疑問が持たれるよ
うになった． 
 

l  本講演では，「質問順序効果」という心理学の分野でよく知られた現象が，
心に「量子性」がある証拠なのかという問題を考えてみる． 



要旨：量子インストルメント理論による心の揺らぎ
（認知バイアス）の研究	

l  量子インストルメント理論は，微視的量子の測定の機構を明らかにし，
不確定性原理の解明に貢献した．	

l  この理論を人の心の解明に役立てないだろうか．	

l  人の心は微妙なもので，聞き方や聞く順序を変えただけで同じ質問に対
する回答が変わることが知られている（測定順序効果）．	

l  これは，測定の順序で測定値が変わる量子の測定と共通する．	

l  しかし，一方で一度口に出したことは容易に変えたりしない（回答再現
効果）．	

l  これは，量子の測定とは異なる特質である．	

l  従来の量子モデルでは，測定順序効果と回答再現効果が，両立しなかっ
たが，量子インストルメント理論により，両者が両立するモデルを構築
することに成功した．この成果に基づいて，心の不確定性と量子性の関
係について考察する．	

l  M.	Ozawa	and	A.	Khrennikov,	Modeling	combination	of	question	
order	 effect,	 response	 replicability	 effect,	 and	 QQ-equality	
with	quantum	instruments,	J.Math.	Psychol.100,10249	(2021)	



標準古典結合確率
• 確率空間 (Ω, P )上のA,B という二つの確率変数を続けて測定して，A = a,
B = bという結果を得る確率は，

Pr{A = a,B = b∥P} =
∑

{P (ω) | A(ω) = a,B(ω) = b}

と定義される．Pr{A = a,B = b,A = c∥P}も同様に定義される．
• これは，次の性質を持っている．

(1)（A-A再現性）a ̸= a′ ならば Pr{A = a,A = a′∥P} = 0.
(2)（A-B質問可換性）Pr{A = a,B = b∥P} = Pr{B = b,A = a∥P}.
(3)（A-B-A再現性）a ̸= a′ ならば Pr{A = a,B = b,A = a′∥P} = 0.



質問順序効果：クリントン-ゴア実験
• 米国の世論調査のデータ解析から，次のような興味深い事実が認められた．
• 以下の二つの質問を考える．

C:一般にクリントンは正直で信頼がおける人物であると考えますか．
G:一般にゴアは正直で信頼がおける人物であると考えますか．
Aを質問Cの回答が “yes”なら y (1),“no”ならn (0)をとる確率変数とし，
B を質問Gの回答が “yes”なら y (1),“no”ならn (0)をとる確率変数とする．

• 質問の順序と回答の統計に関して，つぎのような関係が認められた．
(1)（A-A再現性）a ̸= a′ ならば Pr{A = a,A = a′∥P} = 0.
(2)（A-B質問順序効果）Pr{A = a,B = b∥P} ̸= Pr{B = b,A = a∥P}.



Clinton⇒Gore(%)　 Marginal Gore-YES Gore-NO
Clinton-YES 53.47 49.00 4.47
Clinton-NO 46.53 17.67 28.86

Marginal 66.67 33.33
Gore⇒ Clinton(%) Marginal Clinton-YES Clinton-NO

Gore-YES 76.15 56.25 19.90
Gore-NO 23.85 2.55 21.30
Marginal 58.80 41.20

Context　 Clinton-YES Gore-YES Gap (Clinton–Gore)
Monitored first 53.47 76.15 -22.68

Monitored second 58.80 66.67 -7.87
Difference (2nd–1st) 5.33 -9.48

Table 1: 質問の順序効果. 上段は質問C⇒質問Gの順序で質問した場合、中段は質問
G⇒質問 Cの順序で質問した場合の回答の頻度を表わし、下段は両者の差を表わす．
このように世論調査の結果は質問の順序に影響を受ける．　
[D. W. Moore, Public Opin. Q. 66, 80 (2002)]



質問順序効果：クリントンとゴアに関する世論調査	

クリントン⇒ゴア (%)　 ゴア-YES ゴア-NO
クリントン-YES 48.99 4.47
クリントン-NO 17.67 28.86

ゴア⇒クリントン (%) ゴア-YES ゴア-NO
クリントン-YES 56.25 2.55
クリントン-NO 19.91 21.30

順序効果　 ゴア-YES ゴア-NO
クリントン-YES +7.26 -1.92
クリントン-NO +2.24 -7.56

表 1: 質問の順序効果. 1997年に行なわれた米国のギャラッ
プ世論調査のデータから，次のような興味深い事実が認め
られた。以下の二つの質問を考える。C:クリントンは正直
で信頼がおける人物と考えられるか。G:ゴアは正直で信頼
がおける人物と考えられるか。上段は質問C⇒質問Gの順
序で質問した場合、中段は質問G⇒質問Cの順序で質問し
た場合の回答の頻度を表わし、下段は両者の差を表わす。こ
のように世論調査の結果は質問の順序に影響を受ける。　
[D. W. Moore, Public Opin. Q. 66, 80 (2002)]



標準量子結合確率
• つまり，クリントン-ゴア実験の統計は，標準古典結合確率の性質のうち，再現
性を満たすが，質問可換性を満たさない．

• 質問可換性を満たさない結合確率の例として，量子力学の標準的な結合確率であ
る射影測定の結合確率を適用することが考えられた．

• これは，A,B を自己共役行列，P を単位ベクトルに対応させて，

Pr{A = a,B = b∥P} = ∥EB(b)EA(a)P∥2

と定義される．ただし，EA(a)は行列Aの固有値aに属する固有空間への射影
行列を表す．



可換性と量子結合確率
• 確率変数A,Bを量子物理量と考えた場合，その標準結合確率はA,Bの可換性
に応じて，次の性質をもつ．

• A,Bが可換つまりAB = BAのとき，これは次の性質を持つ．
(1)（A-A再現性）a ̸= a′ ならば Pr{A = a,A = a′∥P} = 0.
(2)（A-B質問可換性）Pr{A = a,B = b∥P} = Pr{B = b,A = a∥P}.
つまり，古典標準結合確率と同等になり，非可換性を持たないので，クリントン-
ゴア実験を説明できない．



非可換性と量子結合確率
• A,Bが非可換つまりAB ̸= BAのとき，これは次の性質を持つ．

(1)（A-A再現性）a ̸= a′ ならば Pr{A = a,A = a′∥P} = 0.
(2)（A-B質問順序効果）Pr{A = a,B = b∥P} ̸= Pr{B = b,A = a∥P}.
これは，クリントン-ゴア実験と再現性，順序効果を共有している．



偏光測定：非可換量子結合確率の例
• 光線は光子の集まりでできている．光子は，進行方向に垂直な平面上である特
定の方向に振動していると考えられる．そこで，1時の短針の方向に沿った偏光
フィルターを通過したばかりのビームに含まれる光子に対して，次の二つの質問
を考える．

(A) あなたは，上下方向（12時の短針の方向）に振動していますか，水平方向
（３時の短針の方向）に振動していますか．上下方向なら yes,水平方向なら noと
答えてください．

(B)あなたは，右斜め 45度の方向（１時半の短針の方向）に振動していますか，
左斜め 45度の方向（10時半の短針の方向）に振動していますか．右斜め方向な
ら yes，左斜め方向なら noと答えてください．



• 回答分布 (A-B)：Aを先に質問して，後から Bを質問した場合:

P (A = y) = (cos 30◦)2 = 0.75,

P (A = n) = (cos 60◦)2 = 0.25,

P (B = y|A = y) = (cos 45◦)2 = 0.5,

P (B = n|A = y) = (cos 45◦)2 = 0.5,

P (B = y|A = n) = (cos 45◦)2 = 0.5,

P (B = n|A = n) = (cos 45◦)2 = 0.5,

P (A = y,B = y) = 3/8 = 0.375,

P (A = y,B = n) = 3/8 = 0.375,

P (A = n,B = y) = 1/8 = 0.125,

P (A = n,B = n) = 1/8 = 0.125,

P (− − −, B = y) = 0.5,

P (− − −, B = n) = 0.5.



• 回答分布 (B-A)： Bを先に質問して，後からAを質問した場合:

P (B = y) = (cos 15◦)2 = 0.7165,

P (B = n) = (cos 75◦)2 = 0.2835,

P (A = y|B = y) = (cos 45◦)2 = 0.5,

P (A = n|B = y) = (cos 45◦)2 = 0.5,

P (A = y|B = n) = (cos 45◦)2 = 0.5,

P (A = n|B = n) = (cos 45◦)2 = 0.5,

P (B = y,A = y) = 0.35825,

P (B = y,A = n) = 0.35825,

P (B = n,A = y) = 0.14175,

P (B = n,A = n) = 0.14175,

P (− − −, A = y) = 0.5,

P (− − −, A = n) = 0.5.



偏光測定の順序効果

A⇒B(%)　 Marginal B-YES B-NO
A-YES 75.0 37.5 37.5
A-NO 25.0 12.5 12.5

Marginal 50.0 50.0
B⇒ A(%) Marginal A-YES A-NO

B-YES 71.65 35.825 35.825
B-NO 28.35 14.175 14.175

Marginal 50.0 50.0
Context　 A-YES B-YES Gap (A–B)

Monitored first 75.5 71.65 -3.85
Monitored second 50.0 50.0 0

Difference (2nd–1st) -25.5 -21.65
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Abstract

Question order effects are commonly observed in self-report measures of judgment and attitude.
This article develops a quantum question order model (the QQ model) to account for four types
of question order effects observed in literature. First, the postulates of the QQ model are pre-
sented. Second, an a priori, parameter-free, and precise prediction, called the QQ equality, is
derived from these mathematical principles, and six empirical data sets are used to test the predic-
tion. Third, a new index is derived from the model to measure similarity between questions.
Fourth, we show that in contrast to the QQ model, Bayesian and Markov models do not generally
satisfy the QQ equality and thus cannot account for the reported empirical data that support this
equality. Finally, we describe the conditions under which order effects are predicted to occur, and
we review a broader range of findings that are encompassed by these very same quantum princi-
ples. We conclude that quantum probability theory, initially invented to explain order effects on
measurements in physics, appears to be a powerful natural explanation for order effects of self-
report measures in social and behavioral sciences, too.

Keywords: Order effects; Question order; Judgment; Quantum probability; Bayesian; Markov;
Constructive; Vector feature space

1. Introduction

Early in the 20th century, physicists developed quantum mechanics to explain phenom-
ena that seemed paradoxical according to classical Newtonian theory. In the process, they
also discovered an entirely new theory of probability (Suppes, 1961). One of the para-
doxes explained by quantum theory was the finding that the order of measurements
affected the final observed probabilities. In the terminology of quantum physics, some
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many other cognitive models of memory (e.g., Hintzman, 1988; Shiffrin & Steyvers,
1997). In our example in Fig. 1, the feature space is limited to two orthogonal dimen-
sions for simplicity (representing either a “yes” or “no” answer to a question), and the
initial belief state vector is represented by the symbol S (i.e., the purple line in Fig. 1). In
addition, the belief vector is assumed to have unit length, ||S|| = 1, which means the
squared length of the vector (i.e., sum of squared magnitudes of vector elements) equals
unity. As discussed later, this is important to guarantee that the probabilities computed
from the model for all possible answers to a question sum up to one.

It is important to note that the initial belief state S represents a very general state.
Although it is represented by a single vector, it can be assigned coordinates with respect
to different sets of basis vectors in the multidimensional feature space. In our example
here in Fig. 1, the belief vector S, on one hand, can be described in terms of the Clinton
basis (i.e., Cy–Cn basis vectors, black lines in Fig. 1). Then, S represents the respondent’s
belief concerning “whether Clinton is honest and trustworthy” and its two coordinates are
(.8367, .5477). On the other hand, S can be described using the Gore basis (i.e., Gy–Gn
basis vectors, blue lines in Fig. 1). Then, it represents the respondent’s belief about
“whether Gore is honest and trustworthy” and its two coordinates are (.9789, !.2043).
The empirical meanings of these coordinates are explained next.

Postulate 2: A potential response to a question is represented by a subspace of the
multidimensional feature space. A subspace is spanned by a subset of the basis vectors in
the multidimensional feature space, which represent feature patterns describing the ques-
tion at hand. In our example, the question is “Is Clinton honest and trustworthy” and one
potential answer is “yes.” For our simple illustration in Fig. 1, the subspace for each

Fig. 1. A two-dimensional example of the quantum model of question order effects.
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クリントン-ゴア実験の量子モデル
• Wang-Busemeyer は，偏光板の間の角度を適切に調整した偏光測定のモデルで
クリントン-ゴア実験の統計を説明した．



量子モデルとA-B-A再現性
• Khrennikov等は，Wang-Busemeyerの量子モデルでは，A-B-A再現性が成立
しないことを議論し，A-B-A再現性がAとBの非可換性と両立しないことを
示した．
Khrennikov, A., Basieva, I., Dzhafarov, E. N., Busemeyer, J. R. (2014). Quantum models
for psychological measurements: An unsolved problem. PLOS ONE, 9, Article e110909.

• 通常の実験条件では，A-B-A再現性が成立すると考えられるので，A-B-A再
現性とA-B順序効果をともに満たすモデルが可能かどうかが問題とされた．



問題の解決に向けて
• 以上のように，クリントン-ゴア実験の統計を量子力学をもちいて説明する試み
は，これまで成功していないため，重要な未解決問題と考えられてきた．

• Khrennikov氏との共同研究では，この問題を量子インストルメント理論を用い
て解決した．基本的なアイディアは以下の通りである．
(i)それぞれの測定は，A-A再現性を持つ測定とする．
(ii)量子インストルメントの一般論から，質問A,Bは可換な量子物理量でないと
A-B-A再現性を満たさないことが導かれるので，A,Bを可換な物理量とする．
(iii)量子インストルメント理論を用いると，量子物理量のA-A再現性を持つ測
定で射影測定とは異なるものが存在する．そのような量子インストルメントに
よってA,Bが可換であるにも関わらず，結合確率がA-B質問順序効果を示す
ものを構成した．
(iv)そのようにして構成した量子インストルメントのパラメータを調整して，実
際のクリントン-ゴア実験のデータを忠実に再現できることを示した．



ベイズ更新と条件付き確率分布
• 標準古典結合確率分布Pr{A = a,B = b|P}は，ベイズ更新のルールを用いて
説明することができる．

• 先立つ A の測定結果 A = a に条件付けられた B の条件付き確率分布は，
Pr{A = a|P} > 0.ならば，次のように与えられる．

P{A=a}(ω) =
χA−1(a)(ω)P (ω)

∑
ω∈Ω χA−1(a)(ω)P (ω)

.

• これを用いて，次が成り立つ．
Pr{A = a,B = b|P} = Pr{A = a|P}Pr{B = b|P{A=a}}.

• 従って，AとBの結合確率分布は，ベイズ更新のルールに従って，Aの測定後
に標本空間の確率分布を条件付き確率分布P{A=a}に更新したと見なすことがで
きる．



動的ベイズ更新規則
• インストルメント理論を古典的な確率論に応用することができる．例えば，クリ
ントン-ゴア実験の場合，標本空間を被験者の心 (信念) の状態とし，質問 A,B
に対する回答の結合確率分布は，この信念の確率分布P に依存すると考えられ
るので，それを

Pr{A = a,B = b|P}
とする．ただし，古典標準結合確率分布の公式は破棄する．

• すると，ベイズ更新と同様に，質問Aに答えた後，その回答A = aに依存して，
被験者の心の状態が変化して，標本空間の確率測度が P から P{A=a}に変化し
たとすれば，結合確率は

Pr{A = a,B = b|P} = Pr{A = a|P}Pr{B = b|P{A=a}}

と表すことができる．
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a b s t r a c t

We continue to analyze basic constraints on the human decision making from the viewpoint of
quantum measurement theory (QMT). As it has been found, the conventional QMT based on the
projection postulate cannot account for the combination of the question order effect (QOE) and the
response replicability effect (RRE). This was an alarming finding for quantum-like modeling of decision
making. Recently, it was shown that this difficulty can be resolved by using of the general QMT based
on quantum instruments. In the present paper we analyze the problem of the combination of QOE, RRE,
and the well-known QQ-equality (QQE). This equality was derived by Busemeyer and Wang, and it was
shown (in a joint paper with Solloway and Shiffrin) that statistical data from many social opinion polls
satisfy it. Here we construct quantum instruments satisfying QOE, RRE and QQE. The general features
of our approach are formalized with postulates that generalize (the Wang–Busemeyer) postulates for
quantum-like modeling of decision making. Moreover, we show that our model closely reproduces the
statistics of the well-known Clinton–Gore Poll data with a prior belief state independent of the question
order. This model successfully corrects for the order effect in the data to determine the ‘‘genuine’’
distribution of the opinions in the Poll. The paper also provides an accessible introduction to the theory
of quantum instruments — the most general mathematical framework for quantum measurements.

© 2021 The Authors. Published by Elsevier Inc. This is an open access article under the CC BY license
(http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/).

1. Introduction

In cognitive psychology, behavioral economics, political sci-
ences, and molecular biology, there has been a growing interest
in quantum formalism applications (e.g. books (Bagarello, 2019;
Busemeyer & Bruza, 2012; Haven & Khrennikov, 2013; Haven,
Khrennikov, & Robinson, 2017; Khrennikov, 2004, 2010)). The
majority of applications are based on quantum measurement the-
ory (QMT). However, as shown in Khrennikov, Basieva, Dzhafarov,
and Busemeyer (2014), the conventional QMT based on the pro-
jection postulate (Lüders, 1951; Von Neumann, 1955) represent-
ing the mental state update has difficulties in confronting with
combination of some psychological effects. (Classical Bayesian
update based on Kolmogorov probability (Kolmogorov, 1933) has
difficulties even with individual effects, see Basieva, Pothos, True-
blood, Khrennikov, & Busemeyer, 2017; Busemeyer, Wang, Khren-
nikov, & Basieva, 2014; Khrennikova, 2014.) So, QMT may de-
scribe each of the effects individually, but not jointly. In Khren-
nikov et al. (2014), it was shown that combination of the question

⇤ Corresponding author.
E-mail address: Andrei.Khrennikov@lnu.se (A. Khrennikov).

order effect (QOE)1 and the response replicability effect (RRE)2 can-
not be described by the conventional QMT. This was an alarming
finding for quantum-like modeling of decision making.3

1 QOE: dependence of the (sequential) joint probability distribution of an-
swers on the questions’ order: pAB 6= pBA; see Moore (2002) for experimental
statistical data (the Clinton–Gore social opinion poll) and (Wang & Busemeyer,
2013; Wang, Solloway, Shiffrin, & Busemeyer, 2014) for its modeling with
conventional QMT.
2 RRE (Khrennikov et al., 2014): Suppose that after answering the A-question

with ‘‘yes’’, Alice is asked another question B, and gives an answer to it. And
then she is asked A again. In the social opinion polls and other decision making
experiments, Alice would definitely repeat her original answer to A, ‘‘yes’’. This
is A � B � A response replicability. (In the absence of B-question, we get A � A
replicability). Combination of A � B � A and B � A � B replicability forms RRE.
3 Contrary to QOE, RRE has not been discussed as much in psychological

literature. The role of this effect in testing the boundaries of applicability of
the quantum formalism in psychology was emphasized in paper (Khrennikov
et al., 2014). In this paper, the Clinton–Gore opinion poll (see Moore, 2002) was
considered as the main example. Although in such social opinion polls one can
expect the combination of QOE+RRE, it is very important to perform detailed
experimental studies. The first attempt to proceed with such experimentation
was made in paper of Busemeyer and Wang (2017a). This paper generated
critical comments (Basieva, 2017; Busemeyer & Wang, 2017b; Dzhafarov, 2017;
Khrennikov, 2017a, 2017b) and, to clarify the situation, further experiments have
to be performed.

https://doi.org/10.1016/j.jmp.2020.102491
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インストルメント理論による動的ベイズ更新規則
• この方法に関して，次のことが問題となる．

(i)一般にどのような確率分布の変化P !→ P{A=a} が可能か．
(ii)順序効果と再現性を両立できるか．
(ii)この方法で，クリントン-ゴア実験の結合確率分布を再現できるか．
これらの問題を以下の論文で解決することができた．

偏光測定：非可換量子結合確率の例
• 光線は光子の集まりでできている．光子は，進行方向に垂直な平面上である特
定の方向に振動していると考えられる．そこで，1時の短針の方向に沿った偏光
フィルターを通過したばかりのビームに含まれる光子に対して，次の二つの質問
を考える．
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量子インストルメントモデルによるデータの再現：	

クリントン⇒ゴア (%)　 ゴア-YES ゴア-NO
クリントン-YES 48.89/48.99 4.50/4.47
クリントン-NO 17.80/17.67 28.81/28.86

ゴア⇒クリントン (%) ゴア-YES ゴア-NO
クリントン-YES 56.37/56.25 2.53/2.55
クリントン-NO 19.77/19.91 21.33/21.30

脱順序効果　 ゴア-YES ゴア-NO
クリントン-YES 51.84 1.55
クリントン-NO 24.29 22.33

表 2: 量子インストルメントモデルによるデータの再現. 上段
は質問C⇒質問Gの順序で質問した場合、中段は質問G⇒
質問 Cの順序で質問した場合の回答の頻度を量子インスト
ルメントモデルで再現し，モデル値/データ値で示した。下段
は、量子インストルメントモデルによって推定された、順序
効果がないとした場合の回答頻度。Pr(C=no,G=yes)=24.29
は、いずれの順序での回答より高く，Pr(C=yse,G=no)=1.55
は、いずれの順序での回答より低い。よって、それぞれの順
序による回答頻度を平均化することによっては、順序効果を
補正することはできない。　　　　　　　　　　　　　　
[M. Ozawa, A. Khrennikov, J. Math. Psycol. 100, 102491 (2021)]



結論	

l  A-B-A再現性が成立すると仮定すると，心の不確定性，すなわち，A-B質
問順序効果は，心の量子性，すなわち，AとBの非可換性に由来するの
ではなく，信念の事後確率をベイズ更新とは異なる規則に従って更新し
ていることに由来する． 
 

l  心の量子性（AとBの非可換性）が正しいとすると，質問の前に信念は存
在せず，質問の回答に従って，信念が生まれることになるが，この研究
から，そうではなく，質問の前に信念は存在するが，一定の傾向に従って，
質問の回答に依存して変化することが導かれる． 
 

l  つまり，A-B-A再現性は信念の存在を保証し，A-B質問順序効果は，質
問に回答する過程で信念が変化することを示している． 



今後の研究課題	

l  世論調査や広告の分野におけるQOE（質問順序効果）とRRE（回
答再現効果）などの実証	

l  量子インストルメントモデルによるQOEとRREなどの効果の解明	

l  意思決定におけるQOEなどの効果のAIによるシミュレーション	

l  アンケート調査におけるQOEによるバイアスの除去	

l  広告におけるQOEの活用	



将来展望	
l  新しい物理学と量子技術への応用	

l  量子インストルメント理論による量子情報科学の発展	

l  新しい量子不確定性制御の展開	
§  測定誤差と擾乱の計測による新しい科学・技術の可能性	

§  超精密測定技術＝重力波検出，ナノサイエンス，GPS等	

§  量子情報技術=量子暗号・量子計算	

l  心理学・認知科学・AIへの応用：	
l  状態の揺らぎや不安定性と観測に由来する不確定性	

l  人間の知覚-認識モデルと量子インストルメント理論の親和性	

l  世論調査におけるバイアスや広告効果の解明	

l  AIによる認知バイアスの再現ー官能試験の自動化	

l  新しい数学：	
l  問題解決のために広い数学分野を横断	

l  経験科学の方法を理解し理論構築から実験的検証までをフォロー	

l  新しいタイプの応用数学者の養成（AI数理データサイエンスセン
ター）	

	



最後に、	


